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1 Elementare Aussagenlogik

Unter einer Aussage verstehen wir einen Satz, dem genau ein Wahrheitswert entweder
wahr (w,1) oder falsch (f,0) zugeordnet werden kann.

Beispiele: Beispiele:

e Heute regnet es. (Aussage)
e Es gibt unendlich viele Primzahlen. (Aussage)

e Wie spiit ist es? (keine Aussage)

5 < 6 (Aussage)

Dieser Satz ist falsch. (keine Aussage)

Vielleicht werde ich Bundeskanzler. (keine Aussage)

Es gibt eine reelle Zahl z mit 2> + = + 10 < 0. (Aussage, falsch)

Aussagen werden mit Aussagenvariablen A B,C,... bezeichnet und kénnen mithilfe von
Verkniipfungsoperatoren zu neuen Aussagen verkniipft werden. Foglende Operatoren
sind in der Aussagenlogik gebrauchlich:

A : Negation

A A B : Konjunktion, UND
AV B : Disjunktion, ODER
A = B : Implikation

A e B : Aquivalenz

Der Wahrheitsgehalt dieser Verkniipfungsaussagen ist iiber folgende Wahrheitstabelle
definiert:

A|B||A|AANB|AVB|A=B|A< B
01011 0 0 1 1
01111 0 1 1 0
11010 0 1 0 0
11110 1 1 1 1

6 Erster Tag
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Zwei durch Verkniipfung entstandene Aussagen werden als gleichwertig oder gleich be-
zeichnet, wenn sie bei jeder Belegungskombination vorkommender Aussagenvariablen die-
selben Wahrheitswerte annehmen.

Beispiel: A= B=AVB

A|B|A=B|A|AVB
0]o0 1 1 1
01 1 1 1
110 0 0 0
11 1 0 1

Bei der Verwendung der Verkniipfungsoperatoren gelten folgende Gesetze:

a)

f)

AL _ ANBAC) }Assoziativgesetz
(AVB)VC =AVv(BVC)

ﬁ C g z g C ﬁ }Kommutativgesetz

ﬁ C ﬁ z i }Idempotenzgesetz

ﬁo Eg X g; _ Eﬁ C g; X Efl " C’; }Distributivgesetz
jll\//\% : ?Ei)) }Negation

ﬁ C g i %Xg }DeMorgan

Der Nachweis dieser Regeln gelingt durch Aufstellen einer Wahrheitstabelle, so zum Bei-
spiel zu Regel f):

A|B|A|B|AANB|AVB|AAB
o011 0 1 1
01110 0 1 1
110110 0 1 1
1/11(00 1 0 0

7 Erster Tag
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Weitere Regeln lassen sich durch Anwendung obiger Gesetze oder durch Aufstellen ent-
sprechender Wahrheitstabellen ableiten.

Beispiele
a) Gegeben seien die Aussagen

A: Ich gewinne néchste Woche mit 6 Richtigen im Lotto.

B: Ich studiere in Osnabriick Elektrotechnik.

Wie lautet die Aussage AA B in umgangssprachlichem Deutsch? Formuliere die Negation
der Aussage.

Die Aussage lautet: Ich gewinne nicht ndchste Woche mit 6 Richtigen im Lotto und ich
studiere in Osnabriick Elektrotechnik.

Fiir die Negation gilt: ANB=AVB=AVB

Also: Ich gewinne néchste Woche mit 6 Richtigen im Lotto oder ich studiere nicht in
Osnabriick Elektrotechnik.

b) Man negiere die Aussage A: —1<z und = <3
A: —1>z oder >3

c¢) Man zeige A= B=AAB

A|B|A=B|B|AANB|AAB
00 1 1 0 1
01 1 0 0 1
10 0 1 1 0
11 1 0 0 1

d) Ahnlich zu ¢) zeige man

A= B = B = A (indirekter Beweis)
A& B=(A= B)AN(B=A)

Hiufig enthalten Aussagen Variablen. Solche Aussagen nennt man Aussageformen:
Der Wahrheitsgehalt einer Aussagenform ergibt sich erst, wenn die Variable bekannt ist.

8 Erster Tag
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Beispiele:

a) A(x): © <5 (x: Variable)
A(3) ist wahr, denn 3 < 5.

A(7) ist falsch, denn 7 < 5.
b) B(x): 22 — 4z — 5> 0

B(5) ist falsch, denn 5% — 4 -5 —5 = 0.

B(100) ist wahr, denn 100> — 4 - 100 — 100 > 0.

2 Grundbegriffe der Mengenlehre

Jede Zusammenfassung bestimmter Objekte zu einem Ganzen heiflt Menge. Die Objekte
heiten Elemente dieser Menge. Fiir jedes Element muss feststellbar sein, ob es zur Menge
gehort oder nicht (— Georg Cantor, 1895).

Beispiele:

M = {a,e,i,0,u} = {a,a,e,i,o,u}
A=1{2,4,6,8,10,...}
S = {x|z ist Biirger der Stadt Osnabriick} = { Meyer, Schmidt, ... }

~
beschreibende Angabe aufzahlendeMengenbeschreibung

Man unterscheidet bei einer Mengendefinition zwischen einer beschreibenden und auf-
zahlenden Art. Das Elementzeichen € gibt an, ob ein Element zur Menge gehort oder
nicht.

ee M,k¢g M

9 Erster Tag
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100 € A

1

Die leere Menge hat das Sonderzeichen ().
0D=1{}={rcQz®=2}

Die Mengen A und B heifsen gleich, falls jedes Element von A auch in B liegt und jedes
Element von B auch zu A gehért. Schreibweise: A = B.

Die Menge A heiffit Teilmenge einer Menge B, falls jedes Element aus A auch zu B
gehort, d.h., falls gilt: * € A = = € B. Schreibweise: A C B.

Beispiele:

{1,2,3} € {1,2,3,4,5}
{1,2,3} c {1,2,3}
{1,2,3} ¢ {1,2,4}

Offensichtlich gilt:

ACB,BC Adannist A=B
ACA
DcA
ACB,BCcCdannist AcCC

Mengen werden oft durch Venn-Diagramme visualisiert:

®

B

ACB

10 Erster Tag
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Seien A und B zwei Mengen. Dann werden folgende Mengenoperationen definiert:

A B

Vereinigung AUB = {z |z € Aoderz € B} @
B

Durchschnitt ANB = {x|z¢€ Aundx € B} A@
B

Differenz A\B = {z|z€Aundzx ¢ B} @

Vereinigung und Durchschnitt von Mengen entsprechen den aussagenlogischen Operato-
ren UND und ODER. Es gelten dhnliche Regeln wie in der Aussagenlogik:

a) (ANB)NC = AN (BNC), (Assoziativgesetz)
(AUB)UC =AU (BUC)

b) AN B = BN A, (Kommutativgesetz)
AUB=BUA

c) DN A =0 (Gesetz zur leeren Menge)
PUA=A

d) An A= A (Idempotenzgesetz)
AUA=A

e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributivgesetz)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC) <« siche Diagramm

Nachweise kénnen mithilfe von Venn-Diagrammen gefiihrt werden.

A B A B

c AU (BNCQC) c (AUB)N(AUC)

Im Folgenden sei G eine Grundmenge (Obermenge). Wir betrachten Teilmengen dieser
Grundmenge. Ist die Menge A Teilmenge dieser Grundmenge G, dann setzt man

A={reGlzg A} =G\ A
A heifit Komplement von A.

Beispiel:

11 Erster Tag
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G=1{1,2,3,...,19,20}
A=1{2,4,6,...,20}
A=G\A=1{1,3,5,...,19}

Offensichtlich gilt:

AUA=G, ANA=10
AUG=G, AnG=A

Es gelten fiir A, B C G die "de Morgan’sche Gesetze":

I
|
|

ANB

s

U
N

I
|

AUB

3 Einfaches Rechnen mit reellen Zahlen

Reelle Zahlen R : Punkte der Zahlengerade

il
] i I i ] >

3.1 Teilmengen reeller Zahlen

Natiirliche Zahlen N = {1,2,3,...}, Ng ={0,1,2,3,...}
Eigenschaften:

e 1 € N bzw. 0 € Ny ist das Startelement.

e n € N=n+1 €N (Jede natiirliche Zahl besitzt einen Nachfolger.)

Ganze Zahlen Z = {... —3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Eigenschaften:

12 Erster Tag
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e Die ganzen Zahlen umfassen alle natiirlichen Zahlen mit 0, sowie eine Erweiterung
um die Negativen.

e 2 € Z = z+1¢€Z (Jede ganze Zahl hat einen Nachfolger)

e 2 € Z = z—1¢€Z (Jede ganze Zahl hat einen Vorgéinger)

Rationale Zahlen Q = {§ | ¢ € N, p € Z} Eigenschaften:

e Dieselbe rationale Zahl kann durch unterschiedliche Briiche ausgedriickt werden,
zB. & =42 ceN

az-c’

e Die rationalen Zahlen liegen dicht, d.h. zwischen zwei rationale Zahlen, die nicht
gleich sind, liegt mindestens eine weitere rationale Zahl, z.B. der Mittelwert: a €

QbeQ= e
e Die rationalen Zahlen sind abzihlbar (Cantorsches Diagonalverfahren).

e Es gibt Zahlen auf der Zahlengerade, die nicht rational (also irrational) sind. Solche
reellen Zahlen heiflen irrational. Dazu zdhlen Z.B.\/§ oder 7.

Es gilt folgende Teilmengenbeziehung: N C Z C Q C R.

Als Beispiel soll gezeigt werden, dass die Zahl v/2 irrational ist', d.h. nicht durch einen
Bruch dargestellt werden kann. Hierzu wird ein Widerspruchsbeweis durchgefiihrt.

Annahme: Es gibt eine Darstellung
v2 = 2 mit p,q € N (1)
q

Dabei kann zusdtzlich angenommen werden, dass mindestens eine der beiden Zahlen p
und ¢ nicht durch zwei teilbar ist. Andernfalls kiirzt man den Bruch p/q solange durch
zwei, bis p oder ¢ nicht mehr den Faktor 2 enthélt (Beispiel: 32/24 — 4/3, 40/24 — 5/3).

1Hier ist mit v/2 die positive Wurzel von 2 gemeint.

13 Erster Tag
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Quadrieren beider Seiten von (1) liefert nun

9 = £
= 2.-¢° = p° (2)

= p? ist durch zwei teilbar und damit gerade.

4

Auch p ist gerade. Wire p ungerade, so wire auch p* ungerade,
denn das Produkt zweier ungerader Zahlen ist wieder ungerade.

4

p=2-p mit peN
Dieses setzt man jetzt in (2) ein.
2. = (2:p) = 45

P o= 2.

q? ist durch zwei teilbar.

Auch ¢ ist durch zwei teilbar.

¢4l

p und ¢ sind beide durch zwei teilbar.

Dieses ist aber ein Widerspruch, denn aufgrund der Annahme (1) konnten die beiden
Zahlen p und ¢ so gewahlt werden, dals mindestens eine der beiden ungerade ist. Die
Annahme (1) kann damit nicht richtig sein, die Zahl /2 kann somit nicht durch einen
Bruch dargestellt werden. Sie ist also irrational.

3.2 Dezimalschreibweise reeller Zahlen

Jede reelle Zahl x kann als Dezimalzahl mit n € Z und Ziffern a;,b; € {0,1,...,9} in der
Form

I:ﬂ:(ln...ao,blbg...
= ZEO, AnpQp—-1 - .. aoblbz ceat 10n+1

= £a,10" + ...+ a110 + ag + by 107" + 51072 + ...

geschrieben werden.

Beispiele:
320,45 = 0, 32045 - 103
0,00000012 = 0,12 - 1076

Dabei gilt:

14 Erster Tag
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e Die endlichen und unendlichen periodischen Dezimalzahlen sind rationale Zahlen
und kdénnen als Bruch geschrieben werden.

e Die unendlichen aperiodischen Dezimalzahlen sind irrational.

Beispiele:
3 _ 123 __ 4123
$=0,75, A28 = =
V2 =1,4142. ., T=3,14...
71 n1T — 1 nnt — 1
0,I=14, 0,01 = &, 0,001 = 55

Die Umrechnung periodischer Dezimalzahlen in einen Bruch wird im Folgenden an einem
Beispiel vorgefiihrt. Gegeben sei die periodische Zahl

r =321

Dann gilt: 10 - 2 = 32,14 und 1000 - x = 3214, 14, also

182
10002 —10-2=3214 - 32 = 990z = 3182 ﬁx—%
Ubung: Man schreibe die Zahl 0, 28140 als Bruch.
Dann ist 100 - z = 28,140 und 100000 - x = 28140, 140, fiir die Differenz:
28112
10000 - z — 100 - x = 28140 — 28 — 99900 -z = 28112 — x = 99900

3.3 Korperstruktur der reellen Zahlen

Bei der Einfiihrung der reellen Zahlen verfolgen wir ansatzweise einen axiomatischen Auf-
bau, wie er in der Mathematik vielfach iiblich ist. Dabei wird versucht, alle Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen auf einige wesentliche, méglichst wenige Grundgesetze, sogenannte
Axiome, zuriickzufiithren. Im Laufe der Geschichte der Mathematik haben sich in Bezug
auf das Rechnen mit reellen Zahlen folgende Axiome als wesentlich herausgestellt. Man
kann sie einteilen in Axiome hinsichtlich der Addition, hinsichtlich der Multiplikation und
bezogen auf die Vertriglichkeit der Addition mit der Multipikation.

15 Erster Tag
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3.3.1 Grundgesetze der Addition

1. Je zwei Zahlen a,b € R ist genau eine reelle Zahl a + b zugeordnet
2. a+ (b+c)=(a+0b)+c fiir alle a,b, c € R (Assoziativgesetz)
3. a+b="0+a, fir alle a,b € R (Kommutativgesetz)

4. Es gibt eine reelle Zahl 0, sodass fiir alle a € R gilt a+0 = a (Gesetz vom neutralen
Element)

5. 7Zu jeder reellen Zahl a € R gibt es eine reelle Zahl a* mit a +a* =0
(Schreibweise a* = —a) (Gesetz vom negativen Element)

3.3.2 Grundgesetze der Multiplikation

1. Je zwei Zahlen a,b € R ist genau eine reelle Zahl a - b zugeordnet
2.a-(b-c)=(a-b)-c, fir alle a,b,c € R (Assoziativgesetz)
3. a-b=10-a, fir alle a,b € R (Kommutativgesetz)

4. Es gibt eine reelle Zahl 1, sodass fiir alle a € R gilt a-1 = a (Gesetz vom neutralen
Element)

5. Zu jeder Zahl a € R\{0} gibt es ein a € R, sodass gilt a-a =1

(Schreibweise @ = — = a™') (Gesetz vom inversen Element)
a

3.3.3 Distributivgesetz
a-(b+c)=a-b+a-c firalle a,b,c € R

—(Von links nach rechts) : Ausmultiplizieren
<—(Von rechts nach links) : Ausklammern

16 Erster Tag
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3.3.4 Bemerkungen

1. Eine beliebige Menge M mit zwei Verkniipfungen & und ® , welche obigen Grund-
gesetzen geniigt, heift in der Mathematik Korper, (M,® ,0).
(R, +, -) ist der reelle Korper.
Eine Menge M mit einer Verkniipfung, welche den ersten 5 Grundgesetzen geniigt,
heift Gruppe, (M, @).

2. Zum weiteren Rechnen werden etliche Verabredungen\Definitionen getroffen, z.B:

(a) Punktrechnung vor Strichrechnung
(a-b)+c=a-b+c

(b) Unnétige", assoziative Klammern fallen weg
a+(b+c)=(a+b+c=a+b+c

(c) Falls keine Verwechslung moglich ist, kann das Punktzeichen - wegfallen
a-b=ab

(d) Als Bruch bezeichnet man % =a:b=a- %
(e) Folgende Schreibweise ist iiblich (Potenzen)

a’® =1

a'=a

a>=a-a

a*=a-a-...-qa
n—mal

n—1

Rekursiv gilt: a” = a a

(f) Die neutralen Elemente 0 und 1 sind auch eindeutig. Das kann aus den Grund-
gesetzen abgeleitet werden.

Denn: Wir nehmen an, es gébe zwei neutrale Elemente 0 und 0
Dann gilt: 0 =0+0=0+0=0
Analoges gilt fiir das neutrale Element 1.

3.4 Folgerungen aus den Grundgesetzen

1. Jede Gleichung a + x = b, fiir alle a,b € R hat genau eine Losung in R.
Die Losung lautet z = b — a.
Denn: a+ (b—a)=(a+(—a)) +b=0+b=0+0=0.
Weiterhin ist zu zeigen, dass die Losung eindeutig ist. Seien x; und x5 Losungen,
dann zeigt man mit den Grundgesetzen:
a+x1=2>5

aG+T1 =0+ Ty = T = To
a—i—a:g:b

b=

b
2. Jede Gleichung a - x = b mit a # 0 hat genau eine Losung: x = -
a

ISHIN
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3. —=(—a)=a
4. —(a+b)=—a—b
5. (—a)b = —ab = a(—b)
6. (—a)-(=b)=a-b
7.0a-0=0-a=0
8. a-b=0=a=0oder b= 0 (Satz vom Nullprodukt)
Zihler
—~
0. L. 1y a40
“bd  bed
—~~
Nenner
10 aic_a-dib-c bd 0
B A
a
a c b a-d
1.~ - = ==
b d c b-c
d

12. Binomische Formeln

(a +b)? = a® + 2ab + b* (1. binomische Formel)
(a —b)? = a® — 2ab + b* (2. binomische Formel)
(@ —b) - (a+0b) =a*—b* (3. binomische Formel)

13. Fiir Potenzen gilt:

18
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1 1
3 -1 & _ 1
24+ - - 2
s—1 s+1
'1 1 m m+1) " m+ 1
m

5. Man schreibe die folgenden Zahlen in der Form £a-10" mit 1 <a < 10 und n € N:

(a) 123456.7 = 1.234567 - 10°
(b) —0.0000009 =-9-10"7
(c) 0.003 + 0.00000005 = 3.00005- 1073
(d) 1000000 - 0.0007 =7-10?
(e) 4-10'° —12.6 - 10° =2.74-10%
(f) 34.12-(10%)° = 3.412-10'°
6. Man fakorisiere mithilfe der binomischen Formeln (Hinweis: quadratische Ergan-
zung).
(a) x®+ 12z + 36 = (z + 6)?
(b) 2> —8x + 7 =(z—1)(x—7)
(c) 2t —1 =(z—1)(z+1)(2*>+1)
(d) 2z* + 24z + 54 =2(z+9)(z+3)
7. Man vereinfache
(a) on _ 2n—1 _ 2n—1
(b) o=t = gm !
(a’0)? — 456
() (@272 =a’b
2°(2%)* -
(d) (47) +(3)7° —12
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4 Wurzeln, Potenzen mit rationalen Hochzahlen

Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0 ist die nicht negative reelle Zahl z, deren n-te Potenz
gleich a ist, also die Zahl x > 0 fiir die gilt 2" = a;
Schreibweise:

r=/a=ar

Die Ausdriicke unter dem Wurzelzeichen heiffen auch Radikanden, die Hochzahlen wie
schon zuvor Exponenten. In der Potenzschreibweise heifst a auch Basis.

Ist n = 2, so kann die Ziffer 2 am Wurzelzeichen entfallen:

Ist n ungerade, so sind auch negative Radikanden erlaubt.

Beispiele
1. v/16 = 4, v/—16 existiert nicht!

2. V27 =3, ¥/—27= -3

3. V1024 =2

4. V625 =&
(¥2)2)° — 1024

&

Die Berechnung einer Wurzel ist in der Regel nicht ganz so trivial, da dies nicht direkt mit
Anwendungen der Grundrechenarten wie Multiplikation oder Division zu bewerkstelligen
ist, zumal die Wurzel auch einfacher Zahlen, wie beispielsweise bei a = 2, irrational sein
kann. Hierfiir sind Naherungsverfahren bekannt, die ein wissenschaftlicher Taschenrech-
ner in der Regel effizient implementiert hat.

Nimmt man die n-te Wurzel zur m-ten Potenz, so erhalten wir im Exponenten eine Zahl,
die sich wieder als Bruch, also als eine rationale Hochzahl, schreiben lasst:

o = () = (v =

Es gelten dieselben Rechenregeln wie fiir ganzzahlige Potenzen, nur jetzt mit Briichen p
und ¢ nun im Exponenten.

Regeln

P
1. a?-a? = aPt9, % = qP—¢
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2. aP b" = (ab)?, % = (%)p

3. (aP)? = aP1
In Rechenbeispielen empfiehlt es sich, zundchst in die Exponentendarstellung zu wech-
seln, da dann die Regeln greifen.
Beispiele

o /253 =257 = 125

[ J
N
Ne)
w00
N—
wiv
I
w0

Jun
[

o T(a)= Va~ - 3V“2*/$:...
Jasva
L2435 _ 2+3VE)(A+VI5) _ 8+3x/5\/ﬁ+12\/25+2x/1_5 — 84153 +

4—15  (4—V15)(4+V15) 4% — (V/15)
12¢/5 + 215

3v5 — 2V/2 _ 18+ 5V10

Il
S
|

25 — 3v/2
\3/E 332(\4/5)2 2

6/—x5

5 Logarithmen

Zum Logarithmus wird man durch Losen der Potenzaufgabe
a=">0"

gefiihrt. Sind die reellen Zahlen a und b positiv, so sucht man eine Lésung dieser Potenz-
gleichung. Man kann zeigen, dass die Losung x in eindeutiger Weise existiert. Die Losung
heifst Logarithmus. Der Logarithmus einer Zahl a zur Basis b ist also diejenige Hochzahl,
mit der b potenziert werden muss, um a zu erhalten.
Schreibweise:

r=logya = b"=a, a,b>0, b#1
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In gewisser Weise ist somit das Logarithmieren eine Umkehrung des Potenzierens.

Beispiele
log; 25 = 2, da 52 = 25
log, 0,25 = —2, da 272 = 0,25

log3\/§:%, da 32 = /3

log, b =1, log, 1 =0, log,(b*) =«

Bestimmte Basen sind besonders wichtig. Diese werden deshalb besonders gekennzeich-
net.

Spezielle Logarithmen

log,, a = log(a) = 1g(a) dekadischer Logarithmus
log, a = 1d (a) dualer Logarithmus

log, a = In(a) natiirlicher Logarithmus (e = 2,71828...)

Auch fiir das Rechnen mit Logarithmen existieren wichtige Regeln

log,(u - v) = log,(u) + log,(v)
log, (%) = log, (u) — log,(v),
log,(u") = r-logy(u), (re€Q, u,v>0)

Der Nachweis der Logarithmenregeln gelingt iiber die Potenzregeln.
Fiir die erste Regel gilt z.B.:

U-v=1u-v
= blogb(wv) — blOgb(u) . blOgb(v)
= ploss(wv) — plogy(+logs(v) (Potenzregel)

= log,(u - v) = log,(u) + log,(v)
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Beispiele

2.) lne+ln% zln(e-%) =Inl=0
3.) lg (In(e'%?)) = 1g(10z) = 1g(10) + lg(z) = 1 + lg(x)

4.) Man schreibe als Summe:
lg (100 /0,68 - \3/150) — 2+ 1(1g(0,68) + L 1g(150))

5.) Man schreibe als Summe:

Lo\ 10
log (—\/53 18/§> = —2 +5logz +2logy

6.) Man fasse zu einem Logarithmus zusammen:
log(z — 1) + 2log(x + 1) — log(x? — 1) + log 3 log(3(z + 1))

7.) Man bestimme die reellen Lésungen der Gleichung 22773 = 4
2 + 3 = ld(4) = 2
2x = —1, also r = —

N |

8.) Man bestimme die Losungen der Gleichung In(2z — 3) = 6.
2z — 3 = ef, alsox:eﬁT+3

Logarithmen verschiedener Basen lassen sich ineinander iiberfithren. Seien log,(x) und
log, (z) zwei Logarithmen zur Basis a bzw. b. Dann gilt fiir eine beliebige Zahl x > 0:

7 = ql98a() — plogy(z)

Logarithmiert man auf beiden Seiten zur Basis a, dann erhilt man die Umrechnungsfor-
mel fiir Loagrithmen:

10ga(x) = loga(b) : lOgb(l’)
Mit x = b findet man fiir die Basen:
B 1
B logy,(a)

1 = log,(b) - log,(a), =-log,(b)
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Fiir die konkreten Basen a = 2 und b = e ergibt sich dann beispielsweise die Umrechnung
vom natiirlichen in den dualen Logarithmus:

Id(z) =1d(e) - In(z) =

6 Anordnung reeller Zahlen, Betrag

Auf den Korper der reellen Zahlen kann eine Ordnung, genauer gesagt Ordnungsrela-
tion, definiert werden. Diese Ordnung besagt, dass fiir zwei reelle Zahlen a, b genau eine
der drei Relationen wahr:

Weitere iibliche Schreib- und Sprechweisen sind u.a.:

a) a > b ist gleichbedeutend mit: b < a

b) a < b meint: a < b oder a = b
¢) a > bmeint: a >bodera=>

a heifst positiv, falls a > 0

)
)
)
d) a<b<cmeint: a <bund b<c
e)
)

f) a heifst negativ, falls a < 0

Von der Relation werden folgende (geforderte) Anordnungsaxiome erfiillt.

Anordnungsaxiome

1) a <bb<c=a<c Transitivitit
2) a <b< a+c<b+c Monotonie der Addition

) a<b & a-c<b-c, ¢>0

Monotonie der Multiplikation
a<b & a-c>b-c, c<0

Mit Hilfe der Anordnung reeller Zahlen lassen sich spezielle Intervalle definieren.
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[a,0] = {x €R|a<z<b} abgeschlossenes Intervall

(a,b) = {x€R|a<az<b} links offenes, rechts abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {z€R|a<x<b} links abgeschlossenes, rechts offenes Intervall
(a,b) = {r€R|a<axz<b} offenes Intervall

Aus den axiomatischen Grundeigenschaften kénnen auch mithilfe der Korpergesetze wei-
tere wichtige Eigenschaften abgeleitet werden:

1.

2.

1 1
O<a<b=0<-< —
b a

a< 0= —a>0und ebensoa>0= —a<0
1

0<a<1:>%>1undebensoa>1:0<a<1
a#0=a>>0
a-b>0= (a>0undb>0 )oder (a <0und b <0)

a-b<0= (a>0undb<0)oder (a <0und b > 0)

Beispiel

1.

Fiir welche reelle Zahlen gilt: —4x +6 > —2(x — 1)

Man 16st unter Beriicksichtigung der Regeln nach x auf:
—4r+6 > —2x+ 2, dh. —22 > —4, d.h. x < 2, somit gilt fiir die Lésungsmenge:
L={zxeRlxz <2}

Zu bestimmen sind die z € R, fiir die gilt 22 — 42 +3 < 0

Zur Losung kann man die quadratische Form mithilfe einer quadratischen Ergin-
zung fakorisieren: (z — 3)(z — 1) <0,

dh. (r—3>0und x —1<0) oder (r—3 <0und z—1>0)

d.h. (x >3 und z < 1) oder (x < 3 und = > 1). Die zweite Klammer entspricht der
leeren Menge, sodass als Losungsmenge bleibt: L = (1, 3)

Der Betrag einer reellen Zahl = € R ist wie folgt definiert:

| = z , x>0
Sl -z, <0

Betrag einer Zahl # 0 ist also immer positiv, d.h. |z| > 0, falls = # 0.
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Beispiele
2] =2
=2 = —(-2) =2
3—6l=]-3=—(=3) =3
1—|3—6[ =13 =|—2/=2
4z — 8 = 4r -8 , 4xr—-8>0 [ 4 -8 ,
| —(4z-8) , 4r—-8<2 | 8—dx ,

Der Betrag einer reellen Zahl besitzt folgende Eigenschaften:
lz] =0 & =0
|z +y| < |z|+|y| (Dreiecksungleichung)
[z =yl = [|z| = lyl|

[z - y| = |||y

Héufig werden mit Betrdgen auch Intervalle beschrieben:

a) || <2dh ze[-22]
b) |t —2| <4 dh.z € (—-2,6)

¢) |lx —xo] <edh.ze(xg—e€ 30+ €)

7 Gleichungen

T > 2
T < 2

Eine der Hauptaufgaben im Umgang mit reellen Zahlen ist es, diejenigen Zahlen zu
bestimmen, die einer oder mehreren gegebenen Gleichungen bzw. Ungleichungen geniigen.
Um zur Losung zu gelangen, bedarf es manchmal geschickter Umformungen, bisweilen ist
eine Losung auch nicht explizit nach der gesuchten Variablen auflésbar. Wir beschéftigen
uns in einigen Beispielen mit einfachen Gleichungen, auch um den Umgang mit reellen

Zahlen zu iiben.
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1) Lineare Gleichung FEine lineare Gleichung mit der Unbekannten z kann in die
Form a - x = b mit a # 0 gebracht werden. Die eindeutige Losung lautet dann

r=-b
Beispiel

20 +5 =3 — 7z, d.h. 9z =

—2, also: x = —

Ne|\v}

Betragsgleichung: Die Variable  kommt in irgendeiner Weise in einem Betrag

vor. Zur Ermittlung der Losung(en) sind dann Fallunterscheidungen zur Auflsung

2)
des Betrages zu durchzufiihren.
Beispiel
z+|z—1/=3
1. Fall z > 1 r+z—1 = 3
2v = 4
r = 2, ]Ll =
2. Fall x < 1 z—z+1 = 3
1 = 3, L=
L = ]Ll U LQ =S {2}
3) Quadratische Gleichung

= A

Gesucht sind die Losungen der Gleichung az?+bxz+c = 0 mit a # 0 in Abhangigkeit

der reellen Zahlen a, b, c.

az® +br +c=0
b
P+ Crt =0
a a
P +pr4+q=0
p p
2 +pr+(5)°=(5) +4

2 p Do P2
2+ (5)2 = =
x° + 2x+(2) (x—i—z)
2
Pyvo_ Pyo P —4q
@+ by =y - ="
p p* —4q p? —4q
— =4 =+
T A 2
27

a#0

p=2=0,q=¢

=0 (quadratische Erginzung)

falls D = p?> —4q > 0
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Die Losung fasst man in der sogenannten p-q Formel zusammen:
Vp?—4
—gi—ﬁg—ﬁ,fMBD>O
x:—g falls D = 0
keine Losung, falls D < 0

T1,2 =

wobei D die Diskriminante mit D = p? — 4q ist.

Beispiele: Man ermittle die Losungen der quadratischen Gleichung.

1. 22— 11z+10=0 x1=10,29 =1
2. 372—3117:0 I1:O,ZL‘2:3
3. 1'2:9 1'1:3,1‘2:—3
4. L 4+ 1 19 = 2+ /10
-4 " z+2 1,2 =

4) Biquadratische Gleichung
Die Variable x kommt nur in der quadratischen Form 22 vor und stellt eine quadra-
tische Gleichung in 2% dar. Die Gleichung kann mithilfe einer Substitution u = 2
gelost werden. Eine biquadratsiche Gleichung kann also maximal vier reelle Losun-
gen besitzen.

Beispiel

Man lése die Gleichung: 2* + 22 = 12

Mit der Substitution u = 22 = W +u—12=0= (u+4)(u—3) =0 = uy =
—4 up =3

Resubstitution fiihrt zu 22 = —4 und 2? = 3. Die erstere der Gleichungen besitzt
keine Losung, die zweite die Losungen x; o = ++/3.

5) Wurzelgleichung
Wurzelgleichungen 16st man, indem man die Gleichung entsprechend oft quadriert
bzw. potenziert. Diese Umformung ist jedoch keine dquivalente Umformung, d.h.,
die Losungsmenge kann sich in der Weise dndern, dass neue Losungen hinzukom-
men. In jedem Fall sind also die am Ende erhaltenen Losungen zur Verifizierung
hinterher wieder in die Originalgleichung einzusetzen.
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Beispiel 1: V22 +10=2+1

Quadrieren fiihrt zu 2z + 10 = (x + 1)? = 2> = 9 = r = £3.
Einsetzen zeigt, dass nur x = 3 eine Losung darstellt.

Beispiel 2: vV +1+v2—2 =6

Nach zweimaligem Quadrieren erhilt man eine quadratische Gleichung mit der
einzigen Losung x = 0, 5. Die Probe zeigt, dass die Losung richtig ist.

Beispiel 3: Wo steckt der Fehler?

920 = —20
= 16—-36 = 25—45
81 81
=16—36+— = 25—45+ —
4 4
9\ 2 9\ 2
=(4-2) = (5=-2
(1-3) = (5-3)
9 9
=4-—2 = 55—
2 2
=4 = 5

Potenzgleichung

Die zu findende Variable steht im Exponenten. Um also Potenzgleichungen zu 16sen,
ist die Gleichung in der Regel zu logarithmieren. Dabei sind natiirlich die logarith-
mischen Gesetzmafigkeiten zu beachten. Das Logarithmieren einer Gleichung ist
eine Aquivalenzumformung.

Beispiel 1: 12-3%*73.2773 = =1

Logarithmieren mit der Basis e fiihrt zu: In 124+ (22—3) In3+(z—3)In2 = (z—1)In6

—In6—Inl12+3In3+3In2

_In3 _
3 Lo —ing A0 r=p3=1

In3

Auflésen nach x bringt: z =

Beispiel 2: Man bestimme die reellen Losungen der Gleichung e = 2.
e*" = e* () (nun logarithmieren)

z? =1z In(2)

z(r—In2) =0

r1 =0, 3 =1n(2)

Beispiel 3 Man bestimme die reellen Losungen der Gleichung 3%! + 321 = 30 .
337 +1.3°=30, ¥.3"=30, dh.3"=9, alsox=2
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Beispiel 4 Man 16se die Gleichung % = % (Hinweis: Substitution u = e®).
1

U+ — 1 2 1

—4 =3, 52;1 =5, dh u? =3, also u = £/3,

u —_— —
u

Resubstitution: e* = ++/3, nur moglich e = /3, d.h. z = ln(\/g) = %ln3

Logarithmengleichung

Die zu suchende Variable steht ein oder mehrmals hinter dem Logarithmus. Unter
Beriicksichtigung der Potenz- und Logarithmenregeln ist die Gleichung in der Regel
zu potenzieren und nach der Variablen aufzulésen. Das Potenzieren einer Gleichung
ist eine Aquivalenzumformung.

Beispiel: In(z+1) —In(z) =2

Logarithmen kénnen zusammengefasst werden: In <$T—|-1) = 2, Potenzieren fiihrt

%: %:(22—1undx:—h1 .

S A el
u: == =¢e, 1+ pa—

e2, also

8 Ungleichungen

Analog zu Gleichungen sucht man bei Ungleichungen einer Variablen x nach allen rellen
Zahlen, die eine gegebene Ungleichung erfiillen. Anders als bei Gleichungen einer Va-
riablen ergeben sich jedoch nicht nur einzelne (diskrete) Werte, sondern eventuell ganze
Intervalle als Losungsmenge. Es folgen einige Beispiele.

a.)

Sucheallez ¢ Rmitz +1< —z+5

r+1 < —x+5
& 2 < 4
& r < 2
also L = {z|zr <2} =(—00,2]
L
-1
LFallz>1 : z+1 < 2(z—1)
—r < =3
r > 3, Ly ={x|z >3} =[3,00)
22 Fallz <1 : 241 > 2(z-1)
r < 3, Ly={z|r <1} = (—00,1)
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L:ILqULQ:(—OO,l)U[g,OO)

c.) |3z —6| <xz+2

lL.Falz>2 : 32—6 < z+2

2 < 8

r < 4, Ly =[2,4]
2. Fallr <2 : 6—3z < z+2

4 < 4z

r > 1, Ly=][1,2)

L=L,UL,=[1,4]

d) 2> =5z +4<0
S0>(x—4) - (z—1)
dh. (z—-4<0A2—-1>0)V(z—4>0A2—-1<0)

dh. (z<dHA(z>1)V(r>4Nz<])

. 7

~
leere Menge

d.h. (1 <z <4)
also L = (1,4)
e.) (14+2)">1+nz, x> —1,n € Ny (Bernoullische Ungleichung);

Fiir n = 0,1 erweist sich die Ungleichung als trivial. Fiir n > 2 betrachtet man
die linke Seite als n Faktoren und schitzt von links das Produkt von jeweils zwei
Faktoren geschickt ab:

I+a)=>0+2)1+2)1+z)-...-(1+2)
nFa;&)ren
:(1+2x+x2)(1+x)-...-(1+x)Z(1+2x)\(1+x)-...~(1—|—a:)1
n—2 F;itoren n—2 F;itoren
>(1+3z+22*)(14xz)-...-(1+2)>(1+3z)1+a)-...- (1 +2)
n—3 F;itoren n—3 F?J{toren

> ...
>(1+(n—1x)(1+x)
>1l+nr+(n—1)2>>1+nx

Die Bernoullische Ungleichung ist von genereller Bedeutung und wird bei vielen
Abschéatzungen genutzt.
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9 Summenformeln

9.1 Die Summenschreibweise

Bei der Addition mehrerer Summanden fithrt man zur abkiirzenden Schreibweise das
sogenannte Summenzeichen ein: Fiir n reelle Zahlen (n € N)

ai, az, ..., Gn

stellt man deren Summe mithilfe des Summenzeichens dar:?

n
E a; = a1 +as + ... + a,
i=1

Beispiele:
I T S
i:12—i—i_3 4 7712
100
Zz’:1+2—|—3+...+100
=1

50
12+22+32+42+...+502:Zk2
k=1

20
Z2k:21+22+23+...+220
k=1

In dem Ausdruck .
>
i=1

heifst der Index ¢ Summationsindex, die Indexwerte 1 und n sind die untere - und die
obere Summationsgrenze. Man beachte, dass die untere Summationsgrenze einen anderen
ganzzahligen Wert als 1 annehmen kann. Ein hiufig vorkommender Wert der unteren
Summationsgrenze ist Null. Ist der Wert der unteren Summationsgrenze grofer als der
der oberen, so handelt es sich um eine leere Summe. Die leere Summe ist eine Summe
ohne Summanden, ihr wird der Wert Null zugeordnet.

Bedeutsam fiir den Umgang mit dem Summenzeichen sind die folgenden Regeln?® (n,m €

2Die a; sind indizierte Unbestimmte, i ist der Index, die Indexwerte sind hier 1,2,3,...,n.
3Diese Regeln gelten entsprechend fiir eine beliebige untere Summationsgrenze.
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1) Zai = iai + i a; (Aufteilung)
; i=1

1=1 1=m+1

2) A- Z a;, = Z()\ - a;) mit A € R (Ausmultiplizieren)
i=1 i=1

3) Z a; + Z b, = Z(ai + b;) (gliedweises Addieren)

i=1 i=1 i=1

n n+l

4) Z a; = Z a;y (Indexverschiebung um [ € Z)
i=1 i=1+1

Man beachte, dass das Summenzeichen nur eine verkiirzende Schreibweise fiir Summen
darstellt, jedoch noch keine Berechnung der Summe an sich bietet. Einige Summen lassen
sich aber per Hand berechnen. Man berechne beispielsweise

5
Zz’:1+2+3+4+5:15

=1

5
212:12+22+32+42+52:1+4+9+16+25:55
=1

20
22:2+2+2+...+2:20.2:40
k=1

9.2 Wichtige Summenformeln

Fiir viele Summen gibt es in der Mathematik jedoch Formeln zur direkten Berechnung.
Die vielleicht beriihmteste Summenformel ist die Summierung der natiirlichen Zah-
len von 1 bis n, die von Gaufs herriihrt. Sie lautet:

Zn:i_ n(n+1)
= 2

Zum Nachweis addiert man die Summe einmal vorwérts und einmal riickwarts und fasst
die entstehenden Summen zusammen. Bezeichnet man mit S,, die zu berechnende Sum-
me, also Y i =.S5,, so gilt fir 25,:

n n

2Sn:§n:i+§n:(n—i+1):Z(z’+n—z’+1):Z(nﬂ):n(nﬂ)

i=1 = i=1 =1
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Teilt man durch 2, so entsteht obige Formel.
Man berechne nun auf diese Weise:

00 100 - 101
Zz:1+2+3+4+...+100=T:5050

i=1
Ein weiterer Nachweis dieser Summenformel gelingt mithilfe des Ansatzes
(i+1)2—i?=2i+1

Addiert man beidseitig von i = 1,...,n, so erhélt man:

n n

Z(i+1)2—2z’2:22i+21

i=1 i=1

also

n(n+1)
2

Obiger Ansatz ist verallgemeinerungsfihig. Es soll so eine Summenformel fiir die Qua-
dratzahlen hergeleitet werden, also

n
Smg - E ZQ :?
i=1

(n+1)?*-1=2S,+n =n*+n=2S, =9,=

Dazu dient der folgende Ansatz
(1+1)% =i =3 +3i+ 1

Summation iiber ¢ = 1, ..., n ergibt diesmal:

n n

D+ =D :3Zn:z'2+32n:z’+2n:1
=1 =1 =1

i=1 i=1

also
(n+1)>—1=38,2+3S,+n

Mit der bekannten Summe .S, finden wir

Sn,gzl((n+1)3—1—3w—n)

3 2
C12(n+1)°—-2-3(n+1)n—2n
~ 3 2
B 2n° +3n* +n
S a—
a2’ +3n+1)  nam+1)(2n+1)
6 6
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Zusammengefasst gilt somit die Summenformel fiir die Quadratzahlen (n € N)

ZZ n+1)(2n+1)

Um eine Summenformel der Kubikzahlen

Sz =Y _i°
i=1
herzuleiten, kann man den im Eponenten um 1 erhéhten Ansatz
i+ 1) =it =4 + 66> +4i + 1

wahlen. Summation und Ausnutzen der schon vorhandenen Summenformeln fithrt dann

zur Formel

Weiterhin sehr wichtig ist die sogenannte geometrische Summe, also die Summe der
Potenzen einer reellen Zahl ¢q. Es gilt fiir ¢ # 1:

1—gq

qn+1

n

Der Nachweis hierfiir gelingt in ahnlicher Weise. Man setzt G,, = Z ¢' und berechnet

i=0
geschickt G, (1 — q):
n n n n+1
Gul=q)=Gu=Gng=> ¢'=> ¢ => ¢=> ¢=1-¢""
=0 i=0 =0 i=1
Division durch den Faktor 1 — ¢ liefert das Ergebnis.
Beispiele Man berechne folgende Summen:
100
1) 2=1+2+4+.. +29=2
i=0
Mit der geometrischen Summenformel (¢ = 2) findet man:

100

221 1- :2101_1
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5 1 1 I 1 1
2 48 77 210
100 1 100, g\
o 0 i+1 _ =&
Die Summe entspricht dem Ausdruck Z(—l) o = Z ( 5 >

=1

1%(—1)i1ﬁ%<12100)

1— —

Bisweilen erscheint die geometrische Reihe auch in einer anderen Form. So ergibt sich
beispielsweise nach einer Umstellung fiir ¢ -z und n+1 — n:

" —1=(zx—-1) (Zx) (x—1) (1—|—x+:1:2+...+:p"_1)

10 Fakultat, Binomialkoeffizienten und Binomischer Lehr-
satz

Fiir alle n € Ny wird die Fakultat definiert:
nl=1-2-...-n

ol=1

Die Fakultét gibt die Anzahl der Permutationen (Anordnungen) von n verschiedene Ele-
menten an.

Beispiele:

31=1-2-3=6
41=3114=1.-2.3-4=24

12 1B AEETE g2
0 123456785 i2si

M- nn—1)n—2)-...-(n—k+1) firn,k €N, k <n.

36 Zweiter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Gebrauchlich ist auch die rekursive FEigenschaft:
nl=mn-1!n

Hinweis:
Die Fakultdt ist mit wachsendem n eine sehr stark ansteigende Funktion. Sie wéachst
stirker als jede Potenz. So ist etwa

10! = 3.628.800

20! = 2432902008176640000 = 2.43290201 ... - 10'®

100! = 9.33262154 - 10"

1000! = 4 * 10297

Hingegen: In(1000!) = In(1-2-3.-...-1000) = S1*%1n(i) ~ 5912, 1

Einen kurzen Uberblick iiber die Komplexitit der Fakultit im Vergleich zu anderen
Funktionen liefert folgende Abbildung

In(n)

Wir betrachten nun Verallgemeinerungen der binomischen Formel:

(a+0b)° = 1

(a+b)t = a+b

(a+b)* = a? + 2ab + b?

(a+b)* = a® + 3a*b + 3ab* + b
(a+0b)*= at + 4a®b + 6a%b* + dab® + b*
(a+b)° = a’® + 5a*b + 10a®b? 4+ 10a*b* + 5ab* 4 b°

(a+b)® = a®+6a°b+ 15a*b* + 20a36® + 15ab* + 6ab® + b°

Um die auftretenden Koeffizienten der Potenzen zu beschreiben, definieren wir den Bi-
nomialkoeffizienten

abfa}}end
n :n-(n—l)-(n—2)~...-(n—k+1)’k2n
k 1-2-3-...-k
—_—
aufsteigend
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Beispiele:

Immer gilt offensichtlich:

(6)=1 () =n (1)=n () =rmen

Drei Eigenschaften des Binomialkoeffizienten

a.) Umrechnung in Fakultiten:

denn:

Cﬁ n{n—Ui@igy::;n—k+U

T =1 (=2 (n—ktl) k) (k1)1
123 . k(n-k) (n—k-1)-..1

—_—
kt =(n—k)!

n!
kl-(n—k)!

b.) Symmetrie: n n
(1) =62

Aus a.)

n B n! B n! B n! _(n
n—k) (m—kl-(n—m—-k) m-—kK -h-n+k)! ®m-Fk- -k \k
c.) Rekursive Additionseigenschaft:
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(kﬁ1)+(Z> - (nzl)

(kil) * (Z) CENE (Z!— CEIE (:!— 0!

n!

T D R

(nk—z—l()q —k+

1)
_(n+1
E-(n—k+1)! \ k&

Die Eigenschaften b.) und c.) der Binomialkoeffizienten ermoglichen die Darstellung als
Pascalsches Dreieck

Aus a.)

(Sg(f)(i)(?,)(i)(i)l oo

Mit Hilfe der Binomialkoeffizienten kénnen wir nun die Potenz (a + b)" berechnen. Die
Eigenschaften der Binomialkoeffizienten entsprechen genau den Eigenschaften der oben
beschriebenen Vorfaktoren, und wie sich zeigen ldsst nicht nur bis n = 5, sondern fiir
alle n € N. Durch die gemeinsamen Eigenschaften ist sicher gestellt, dass die Vorfaktoren
genau den Binaomialkoeffizienten entsprechen.

Es gilt somit der sogenannte Binomische Lehrsatz

n_ [T\ ny0 Y\ nho131 N\ n9;2 Y o0n
(a+ D) —(O>ab+(1)a b+(2>a b+......—|—(n)ab

£()

=0
Fiir n = 2 ergibt sich die schon bekannte binomische Formel.

Bemerkungen
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a.) Es gilt:

b.) Weiterhin gilt:
@0y =t oy =3 (1) o=

c.) Setze man a = b = 1, dann erhélt man:

2”:(1+1)":§n:(7;>-1”—%'-1":2”:(7;)

=0 =0
d.) Setze man a =1 und b = —1, dann erhélt man:
RS i\ qn—i qi - il
0=(1-1)"=> (-1) <Z)1 =) (-1) <Z)
i=0 i=0

e.) Setze man a = 1 und b = z, dann erhélt man:

(1+2x)" = Z (7;) 1" iyt = <7Z) 2z eR
i=0

=0
11 Vektorrechnung

11.1 Grundbegriffe

Ein dreidimensionaler Vektor ist ein Tripel reeller Zahlen aq, as, a3 € R der Form

a1
a= a9
as

Die Zahlen aq, as, as heilen Komponenten oder Koordinaten des Vektors.
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Beispiele
1 . -1 50 km /h 5N
a=12], b=10 ], v=|60km/h|, F=|3N
3 2 70 km/h 7N
0
Der Vektor 0 = | 0 | heifst Nullvektor. Die Menge aller 3-dim. Vektoren ist:
0
ai
R3: (05} ai, az, as eR
as
aq B bl
Dabei gelten fiir die Vektoren @ = | as | , b= [ by | folgende Rechenoperationen:
as b3

1.) Addition zweier Vektoren

. aq bl aq + bl
a +b= as | + bz = as + bg
as bg as + bg
Beispiele
2 0 2 3 -3 0
-3 -7 —10 4 —4 0
2.) Skalare Multiplikation
aq Saq
Fir s € R gilt: scd=s-|ay | = | sa | €R?
as Sag
Beispiele
2 6 48 4
3-1-1]1=1|-3]1, 121 =12- (1
0 0 36 3
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2 4 -8
2 -1 +(=3) (1] =] -5
0 5 —15

3.) Negation

3]
Der zu Vektor @ = | ay | negierte Vektor lautet
as
—d=(-1da=|—-a | €R?

Offensichtlich gelten folgende Regeln fiir den Nullvektor:
i+ (—a)=0, d+0=da, s0=0.

Beispiel
1 -1
a=|-2], —a=(-1)a=1 2
3 -3
4.) Skalarprodukt
. ax b1
a-b=1|as | | by | =aby +asbs +azbs € R
as bs
Beispiele
2 1
—1 0 ]=2-14+(-1)-0+3-(—4)=24+0-12=-10
3 —4
) 2
-1 —1|=22+(-1)-(-1)+3-3=22+(-1)*+3*=14
3 3
Offensichtlich gilt:
ay ai
a-d=|ay|-|ax| =a}+ a5+ a3 =a
a a 7
3 3 >0
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5.) Betrag

aj

ld={lax || =1/a}+ a3+ a3
as

Beispiel

1

2 || =v/124+224 (—4)2 = V21

—4

Der Betrag eines Vektors steht im Zusammenhang mit dem Skalarprodukt eines
Vektors mit sich selbst. Es gilt:

|d? =a}+ad+a3=ad-a, | a

Obige Vektoroperationen kommen in Ausdriicken hiufig kombiniert vor. Zur Ubung fol-
gen dazu einige Beispiele.

Ubungen
Gegeben sind die Vektoren a =

Man berechne

5\ /-1
a) (20+¢)-b= +( =11 (4 =—16
1 2
1 0

-3
b) [3b—a-a=|| 12| -
15 16 —1

= /16 + 121 + 256

—1 —1
b 7 — . '
c) (2|a b )¢ geht nicht!
er  €R?
. 2\* (-1 1
d) —a*+b-c=—[ 0| + | 4 1 | =-5+4(-2)=-7
—1 5) —1
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e) 34+ TF =48 F="7

Auflésung nach ' ergibt 74 = 4¢ — 3a ‘ . %, also:
| | 4 6 | —2
—4 -3 ~1
Hinweise:

1.) Weitere Dimensionen
Sowohl die Vektordefinition als auch die obigen Operationen lassen sich ohne Pro-
bleme auf beliebige Dimensionen iibertragen:

U
+
S
|
=
no
_I_
=
[\v)
»
QL
I
» O
SERS
N =
N———

Beispiel
1 2 —6
2 (o) = (2) - (%)
aq bl
a S b
n e N : c? == .2 9 b= -2
an, bn
a; + by saq
- as + by . Sag
a+b= ;s-a=
an + by, Sap,
aq bl
- a9 b2
ab=| ||| =abi+abot+...+ab, €R, |d]=+/a?+a3+...a2
an, b,

2.) Standardeinheitsvektoren
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=]
e

1
Die Vektoren ¢; = | 0|, éa=|1], €3 = | 0] heilen Standardeinheitsvekto-
0

=)
—

remn.

Fiir jeden Vektor @ € R? gilt die Zerlegung:

ay 1 0 0
a= a9 = a3 0 + Qo 1 + as 0 = a1€1 -+ a252 + a3€3
as 0 0 1

11.2 Geometrische Deutung

1.) Vektoren

Vektoren werden in der Geometrie in zweifacher Hinsicht genutzt, und zwar als:

a) Richtungsvektor
Ein Richtungsvektor stellt eine Menge ,parallel gleicher” Pfeile dar. Er besitzt
eine Richtung und eine Léange.

F 3
X3

B} ~,
\?. *2

Jeder Pfeil repriasentiert ,seinen“ Vektor. Die Komponenten des Vektors

ai
a= (05}
as

ergeben sich als Differenz der Koordinaten Endpunkt - Anfangspunkt eines
Pfeils. Diese Differenz ist fiir alle parallel gleichen Pfeile dieselbe.

Beispiel
Gegeben sind die Punkte P(1,2, —3) und Q(4, -2, 1)Q

PQ
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b)

Der Pfeil von P nach ) beschreibt den Richtungsvektor

4-1 3
i=PQ= -2-2|=[-4
1— (—3) 4

Aufgabe: Man gebe zwei weitere Punkte, deren Verbindungspfeil denselben
Vektor d représentieren.

Ortsvektor

Durch Ortsvektoren werden Punkte im Raum dargestellt. Der Ortsvektor be-
sitzt dieselben Koordinaten wie der entsprechende Punkt.

So wird ein Punkt P(py, p2, p3) beschrieben durch den Ortsvektor

Xy

2.) Addition
Der Ergebnisvektor einer Addition a + b lisst sich als Aneinanderlegen von Pfeilen
visualisieren. Verschiebt man Pfeilreprasentant des Vektors b s0, dass der Anfangs-
punkt von b mit dem Endpunkt des Pfeils von Vektor @ iibereinstimmt, dann ergibt
sich ein Représentant des Additionsvektors, indem man den Anfangspunkt von @
mit dem Endpunkt des verschobenen Pfeils von Vektor b verbindet.

— —

a a
b b b
a+b a+b
a
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. ay bl aq + bl
a+b=|ay | +[be] =|ax+b ]| =c
as b3 as + bs

3.) Skalare Multiplikation
Die skalare Multiplikation eines Vektors d mit einer reellen Zahl s fiihrt dazu, dass

der entsprechende Pfeil um den Faktor |s| langer oder kiirzer wird. Ist s negativ,
zeigt der Ergebnispfeil in die entgegengesetzte Richtung.

% / —2d

aq Saq
s-a=s-|ax | = | sas
as Sas

4.) Betrag
Der Betrag einer Vektors gibt nach Pythagoras genau die Lange der Pfeilreprésen-

tanten des Vektors an.

A X
Val+aj+ al
a
a, i
0 b
4 4
e
X
a
ld ={|ax || =+a2+ a2+ a2
as

5.) Skalarprodukt
Die Bedeutung des Skalarproduktes @ -b = a1b; + aabg + asbs (zrgibt sich durch die
Betrachtung eines Vektordreiecks mit den Seiten @, b und ¢ = b — a.
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Die Seitenléingen sind die Betriige der Vektoren |dl, |b], |, fiir die der Kosinussatz
gilt:

e = |af* + [b]* — 2Jb]|d] cos ¢
 ist dabei der Winkel zwischen den Seiten @ und b. Andererseits gilt fiir die Lange
des Vektors ¢

2 =b—al=0b-a)-b-a)=0-b-a—a-b+a>=a+b0*—2a-b
—
—2d-b

Wegen @2 = |@|2 und b2 = [b]? ergibt sich im Vergleich der Formeln fiir |&2:
—2G - b = —2|d||b| cos ¢
also . .
a-b=|dl|b|cosp
Der Wert des Skalarproduktes sagt somit insbesondere etwas iiber den Winkel zwi-

schen den Richtungsvektoren @ und b aus. Dieser Winkel lisst sich somit iiber seinen
Kosinuswert mithilfe des Skalarproduktes berechnen:

1

a-b a1b1+a2b2+a363
Cosp = ——= =
@llol  v/at+ a3+ a3 /07 + 03+ 03
=7 L
gpzarccos(ci_,>, a,b+#0
|al[b]
Beispiele
1 1
aya=|1], b=10
0 0
1 1
1 0
a-b 0 0 1-141-04+0-0 1
CoSp=—= = = -
|a@l|b] 1 1 V21 V2
1 0
0 0
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Kompaktkurs

1
= arccos — = 45°
2 ,¢§

3 1
b)ya=|-1], b=1] 0
4 —2
3 1
° .(0
o @b 4 —2 -5 5
CTqam o [/s\[[/T\] Vs Vs
—1 0
4 —2
( = arccos —£> ~ 120,74...°
V26
2 ~1
o)a=|1], b= 2
3 0
2 ~1
1 2
ab 3 0
cos p = — = =0
|l |b] 2 —1
1 2
)

¢ = arccos 0 = 90°

-

Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander (@ L b)und heiffen orthogonal, falls gilt

a-b=0
Beispiel
2 0
a)a= 0|, b=[2], d-b=0=p=90°
0 3

3
b.) Gegeben ist der Vektor a = 4) . Gesucht ist ein b mit b L @
5

—4 3
z.B.b=| 3 |,denna-b= |4
0 5

—4
=0

3
0
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-1 0 -5
Weiterhin moglich sind: b= | -3 ) b= 5 , b= | 0
3 —4 3

Hinweise:

1) Standardeinheitsvektoren
Die Standardeinheitsvektoren €1, € und €3 besitzen die Lange 1 d.h.

el =1, i={1,2,3}

und sind paarweise orthogonal, d.h. es gilt:

1 0 0 0 1 0
g -é=10]-|1]=0 é&-a=[1]-(o]l=0e-&=(0] -[0]=0
0 0 1 0 1
0. i
bzw. allgemein: €, - €; = {1’ Z 7&‘7 firs,j=1,2,3
y =]

X3

X1

2) Parallelitét
a ist parallel zu g, falls es ein s € R gibt, sodass a = sl;, s#0

Schreibweise: @ || b; nicht parallel: @ Jf b

2 . —4
Beispiela= | -4 |, b= 8
3 —6

DNO|—

— sbmit s = —

ol
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3) Normierung
Sei @ € R. Der Vektor in Richtung von @ mit Lange 1 lautet:

Ein = T@
|d
Dann ist namlich:
B 1. 1.
|Gn| = |7zd] = lal =1
[ [
Generell heifst ein Vektor der Linge 1 Einheitsvektor.
1
Beispiel Seid = | -2 |.
2
1 1
Der auf 1 normierte Vektor lautet: p = ﬁc‘i = + -2 | = % —2
2 2
—2
2
A 1
—3[-2
2

Vektor in gleicher Richtung mit Lange 4: @4 =4 - a,

4) Projektion
Gegeben sind zwei Vektoren @ und b. Wir bestimmen die Projektion von a auf b:

a
|
@ ) —>
2 b
1p b
L
Der Projektionsvektor a, besitzt die Linge |d@,| = |d|cose = |d é:i’a sowie die

Richtung von Vektor b: %

Also gilt lautet die Projektion von @ auf b:

. .. b ab b ab. ab-
ab:|ab|T:’a|_’—»'T:—»_2b:T»b

0] jaf|ol [b] [b] b-b
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Analog gilt fiir die Projektion von b auf a:

- d-b, @b,
ba:_,—QCl:_,_,a
al a-a
Beispiel
5 . -2
Fiir die Vektorena= [ 1], b= | 3 | gilt:
4 1
3 —2
1 3
-2 \4) \1) (72 2
gy = b5 = L3 =4 3
IR —2 C T
3
1
3\ (-2
1 5
I VY A 3
b, = &-bg = L 1] =241
a2 3 26
4 4
1
4

11.3 Folgerung und Rechenregeln

Fiir Vektoren a, 5, ¢ € R™ gelten folgende Rechenregeln, die es bei der Umformung vek-

torieller Terme zu berticksichtigen gilt.

1.) Gesetze fiir die Addition

a) (@+b)+é=d+ (b+7)

b) a+b=>b+a

c) Es gibt fiir einen Vektor 0 € R", sodass fiir alle Vektoren @ € R gilt:
a+0=a

d) Zu jedem Vektor @ gibt es einen (negativen) Vektor —d, so dass gilt:
i+ (—a)=0

2.) Gesetze fiir die skalare Multiplikation (s,t € R)
a) s(@+b) = sa+sb
b) (s +1t)d = sd +ta

Dritter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

d)1-d=a
Hinweise:

e Diese Gesetze lassen sich durch Einsetzen und Vergleich linker und rechter
Seite verifizieren.

e Geniigt eine Menge V von Elementen a, 5, C,... € V mit zwei gegebenen
Verkniipfungen + und - obigen Gesetzen 1.) a) - d) und 2.) a) - d), so heift
diese Menge Vektorraum (V) +, ) iiber R.

e Ein Vektor @ € V ist in dem Sinne dann ein Element aus einem Vektorraum.

ay
. G2 . . .
e Die Menge R" = . ai,as, ...,a, € R 3 ist mit den iiblichen Operato-
an
ren + und - ein Vektorraum iiber R.
e Aus obigen Gesetzen konnen weitere gefolgert werden, z.B.: 0-@ = 0,

denn:
0d = (0+0)d=0d+0a |—0a
= 0d — 0a = (0@ + 0a@) — 0a
0=0a

3.) Gesetze zum Betrag

a)
b)

|sal = |sl|al

@+ b <|@| + |b| (Dreiecksungleichung)

b) gilt z.B., denn:

- —, -

@+0)? = (@+b)%=@G+b)(G@+b)
— @2+ b?
— @+ 2|a||b| cos o +b°
N——
<1
|| + 2al[b] + [b]* = (|a] + [b])?

IN

Die Dreiecksungleichung ist schon fiir reelle

Zahlen bekannt, rechtfertigt aber erst im Zu-
sammenhang mit Vektoren ihren Namen:
Die Dreiecksungleichung besagt, dass bei ei-

S
_I_
S
S

nem Dreieck eine Seite hochstens so lang ist
wie die Summe der Langen der beiden ande-

ren Seiten.

QU
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4.) Gesetze fiir das Skalarprodukt

a) @-b="b-a

b) @ -(b+&)=a-b+a-é

¢) s(@-b)=(sd)-b=a-(sb)

d) |@-b| <|dl-|b] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

d) gilt z.B., denn:
@ 0] = |af - [b] - | cos | < |a] - [b]

In Komponenten lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:

|a1b1+a2b2+...+anbny§\/a%+a§+...+a%\/b§+b§+...+bg

11.4 Vektorprodukt, n =3

Gegeben sind die Vektoren @, b € R*\{0}. Gesucht ist ein Vektor & der auf beiden
Vektoren @ und b senkrecht steht, d. h. fiir den gilt: ¢ 1. @, ¢ L b. Geometrisch ist klar,
dass ein Vektor ¢ existiert und bis auf einen Skalierungsfaktor eindeutig ist, falls @ und b
nicht kollinear sind.

Die Orthogonalititsforderung an ¢ 14ft sich mithilfe des Skalarproduktes ausdriicken:
c-@a=0 &b=0

Diese beiden Gleichungen beschreiben in ihren Komponenten ein lineares Gleichungssys-
tem fiir die drei Unbekannten cy, co, c3:

a1C1 + Q9Cy + a3Cs =0 | I
blcl + bQCQ + b3C3 =0 |

(b1a2 — a1b2)02 -+ (b1a3 — a1b3)03 =0 | bll — CLIII
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Wir wéahlen als eine mogliche Losung:
Cy = &3[)1 — Cllbg

c3 = a1by — azby

Fiir ¢; ergibt sich dann aus Gleichung I:

Ccl = CL2b3 — a3b2

In vektorieller Schreibweise erhélt man als Losung das sogenannte Vektorprodukt (Kreuz-

produkt):
CLng — Clgbz
c= agbl—albg :C_L'Xg
albg — agbl

Zur Bestimmung berechnet man fiir jede Komponente die Differenz von Produkten {iber

Kreuz gemif:

aq b1 a2b3 — a362 agbg — Clgbg
as X bg = —(a1b3 — a3b1) CLgbl — Cllbg
as bg a1b2 — CLle ale — (lgbl
Beispiel
1 4 2:6—-3-5 -3 =
2 x5l =13-4—-1-6]=|6]|=3]| 2
3 6 1-5—-2-4 -3 -1
—1 1 4 —1
Probe 2 21 =0; |5 2 1=0
-1 3 6 -1
Fiir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln:
1) @xb=—bx
2.) (s@) x b= s(@xb)=dx(sh)
3.) (@+ 5) i=a b
4) (@xb)-a=0, (@xb)-b=0
5.) |@ x b| = |a@||b|sing, ¢ € [0,180°] Diese Regeln verifiziert man durch Einsetzen

der Definition und Vergleich von linker und rechter Seite. Eigenschaft 5.) ist etwas

Ut
Ut
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schwieriger:
2
azbs — azby
|a: X b|2 = CL3b1 — Cllbg
a1by — azby

(azbg — a3b2)2 —+ (Clgbl — a1b3)2 —+ (albg — a3b1)2
= .. = (CL% + ag + U,g)(b% + bg + bg) — (a1b1 + ang + CL3Z)3)2
al* - |bl* — (@~ b)”
@* - |5 — |@* - [B]* cos® p2
= [al* - |b” (1 = cos” )
—_——
sin? @
Eigenschaft 5.) verdeutlicht, dass der Betrag des Kreuzproduktes gleichtzeitig den

Flicheinhalt F des von den Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms dar-
stellt.

S

b F

a

Gemif Zeichnung gilt ndmlich fiir den Flacheninhalt des Parallelogramms:

F=nh-llal| = fla][-[Ibl] - [sinep| = |axb| = |a] |b| sing
h h
Beispiel
2 =7
Wie grofs ist der Flacheninhalt des von ¢ = | —1] und 3 erzeugten
3 -1
Parallelogramms?
2 =7 1-9 -8
F=laxb=[|-1]x {3 )[=[{-6=-(=2)|]=]]|-4]I
3 —1 6—2 4
—2
=4 | -1||=4v6
1
Ax(bxd)=0b(@ ) —2@-b) (BAC-CAB-Formel)
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Die BAC-CAB-Formel dient zur Berechnung des doppelten Kreuzproduktes. Thr
Nachweis gelingt durch Vergleich linker und rechter Seite.
Insbesondere gilt fiir das Kreuzprodukt nicht das Assoziativgesetz.

-

7.) (@xb)-E=a xb||d - cosp (Spatprodukt, ¢ = £(a@ x b, ))

Das Spatprodukt gibt (bis auf das Vorzeichen) das Volumen des von Vektoren ab
und ¢ aufgespannten Spats wieder.

h=[C|cos(e).p = £(Eaxb)
1

axb

(<]
S

S
T
Ay
S N ..
\

V=laxb|-h

A ixb|-|c|-cos(@) =|@xb)-c]|

8.) d, b, € heifien rechtsorientiert (bilden ein Rechtssystem, falls (@ x l;) -¢>0)

-

Ist (@ x b) - & < 0, so heifen sie linksorientiert (entspricht der Korkenzieherregel
oder Rechte-Hand-Regel).

Beispiel

- =

e ¢1, 65,63 bilden ein Rechtssystem, da (€1 X é3)

ce3=¢€3-63=1>0
e @b, @x b bilden ein Rechtssystem, da (@ x b) - (@ x b) = (@ x )2 > 0
11.5 Lineare Unabhangigkeit
11.5.1 Einfiihrung
Die beiden Vektoren @ und b besitzen

dieselbe Richtung; aus diesem Grund laft
sich der eine Vektor als Vielfaches des ande-

g =D ren darstellen. Man sagt in diesem Fall: Die

a b Vektoren @ und b sind kollinear oder linear
abhingig.
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Die beiden Vektoren @ und b besitzen unter-
schiedliche Richtungen, bei ihnen besteht da-
her keine Beziehung der Form a = X - b.
Die Vektoren @ sind nicht kollinear, sondern
sie sind linear unabhingig. Sie sind jedoch
noch komplanar, das heifst sie liegen in ei-
ner Ebene.

Sl

S

Auf dhnliche Weise folgt fiir die drei Vektoren

aus der Zeichnung: Es gibt keine Darstellung z1

der Art
BN ;
¢ = A+ pb (3)

Die beiden Vektoren @ und gliegen in einer B

Ebene, der Vektor ¢ ragt aus dieser Ebene
heraus. >

a
Auch hier gilt: Die drei Vektoren da, b und ¢ sind linear unabhingig. Um dieses aus-
zudriicken, ist eine Schreibweise der Form (3) ungeeignet. Man wihlt eine Formulierung,
in der die vorkommenden Vektoren in “gleichberechtigter Form“ erscheinen. Dieses ist
Inhalt der folgenden sehr wichtigen und grundlegenden Begriffsbildung.

11.5.2 Linear unabhingige Vektoren, Linearkombination

Sein € IN. Die n Vektoren ay, ds, .. ., d, heiken linear unabhéngig, falls eine Gleichung
mit Koeffizienten A\{,..., A, € IR der Form

i=1
nur fir \y = Ay = --- = A\, = 0 erfiillt ist.

Ist hingegen eine Gleichung der Form

n

i=1

erfiillt, bei der mindestens ein \; mit \; # 0 vorhanden ist, so heifen @y, ds, ..., d, linear
abhingig.

Die Ausdriicke, die in der Definition der linearen Unabhéngigkeit erscheinen, werden auch
an anderer Stelle hiufig vorkommen; man gibt ihnen daher einen Namen.
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Ein aus n € IN Vektoren ay, ..., d, und n reellen Zahlen \y,..., A, gebildeter Ausdruck
der Form

=1

heift Linearkombination der dy, ..., d,.
Bemerkungen:
1. Sind @y, ds, . .., a, linear abhingig, so lafst sich mindestens einer dieser Vektoren

durch die iibrigen darstellen. Genauer gilt: mindestens ein Vektor 14fst sich durch
eine Linearkombination der {ibrigen Vektoren darstellen.

Wegen der linearen Abhéngigkeit der d, do, . .., d, besteht eine Gleichung der Form
Z?Zl Aid; = 0, bei der mindestens ein Koeffizient \; von Null verschieden ist. Der
zugehdrige Vektor a; ist dann gleich einer Linearkombination der iibrigen Vektoren.

Ist beispielsweise A; # 0, so ist eine Teilung durch A; mdglich, und man kann die
Gleichung

n
. . . YA
nach a@; auflésen: a; = E (—/\—) a;
, 1
=2

2. Ein einzelner Vektor a ist genau linear abhéngig, wenn a der Nullvektor ist; es gilt

namlich:
a#0 < N-a#0 firalle \A#0
a=0 = 1-a=0
3. Befindet sich unter den Vektoren dy, ..., d, der Nullvektor, so sind diese Vektoren

linear abhingig. Ist etwa a; = 0, so gilt:
1y +0-dy+...4+0-a, =0

Der Koeffizient von a; ist hier von Null verschieden.

Beispiele
Man priife die jeweils gegebenen Vektoren auf lineare Unabhéngigkeit.

= 1\ . 1
L= (o) = ()

Die Vektoren sind linear unabhéngig, da aus dem Ansatz A\ja; + A\ody = 0 folgt:
)\1+)\2:0, A=0= X\ =X =0.
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2.

i) 2= (5) - ()

Die Vektoren sind linear abhéngig, da: —11-v; + 2 - U + U3 = 0

3 =1l
a= 1 ,c=1| 3
1 3

1

1

2

-1 0
Der Ansatz A\, + Ao —1 +X3| 3 | = (0] fithrt zu einem linearen Glei-
1 3 0
chungssystem:
A +3A—A3=0
)\1 - )\2 + 3)\3 = 0
2M F X +3X3 =0
1 3 -1 1]0
Gaufalgorithmus fithrt zu dem vereinfachten System 0 —4 4 |0, welches
0O 0 0 ]0
unendlich viele Lésungen besitzt, auch nicht-triviale, z. B. Ay = =2, A =1, A3 = 1.
Die Vektoren @, b und ¢ sind also linear abhéngig.
8 4
a=\|21],b=|1
10 5
8 4 0
d und b sind linear abhéngig, da 1- | 2 | +(=2)- (1] =10
10 0
4 2 -2
a=\|-2|,b=|(11],c=1|-2
3 — Il 5
4 2 -2 0
Der Ansatz A\ | =2 | + X2 | 1 | + A3 —2 | = | 0] fithrt zu einem linearen
3 —1 5 0
Gleichungssystem:

AN +2X —2X3 =0
220+ 1A —2X3=0
3AM — A +5A3 =0
Gaufsalgorithmus fiihrt zu dem vereinfachten System
4 2 =2 |0 4 2 =2 |0
0 4 -6 |0 = 04 —6 |0,
0 —10 26 |0 00 22 |0
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welches nur dir triviale Losung Ay = Ay = A3 = 0 besitzt. Die Vektoren d, bund ¢
sind also linear unabhéngig.

Es folgt ein weiteres Beispiel fiir die Verwendung der linearen Unabhingigkeit: Es soll
gezeigt werden, dass sich die Seitenhalbierenden eines Dreiecks im Verhéltnis 2 : 1 schnei-
den.

Hierzu wird ein Dreieck durch
drei Vektoren a, b und ¢ dar-
gestellt. Dabei wird vorausge-
setzt, dass die beiden Vekto-
ren @ und b linear unabhingig
sind.

Die beiden Vektoren 7 und ¢
stellen die Seitenhalbierenden
auf die Seiten @ und b dar.

—

c

Die Abschnitte auf den beiden Seitenhalbierenden von den Eckpunkten bis zu deren
Schnittpunkt entsprechen den Vektoren m -7 und n-g. Die Behauptung ist gezeigt, wenn
man

m:n:§

hergeleitet hat. Dazu werden einige Gleichungen mit Hilfe der Zeichnung aufgestellt:

i+b+cé =0 = é=-a-—b
r = C — a
2
1—»
—»:—» —b
Y a+2
mi = C+ny

In die letzte Gleichung werden fiir ¢, ¥ und ¥ die drei ersten Gleichungen eingesetzt:
—ma—mb+

Alle Glieder werden auf die rechte Seite dieser Gleichung gebracht, anschliefend werden
die Summanden mit @ und b zusammengefafst:
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Da die beiden Vektoren d und b linear unabhéngig sind, sind die Koeffizienten von @ und
b in der letzten Gleichung gleich Null:

—%m—n = 0 %m—l— n = 1
—%n—m =0 m—i-%n = 1

L&st man dieses lineare Gleichungssystem in den unbekannten Werten m und n, so erhélt
man als eindeutige Lésung

Wl N

2
m:§ und n =

Damit ist die Behauptung gezeigt.

11.5.3 Dimension, Basis, Komponentendarstellung

Ist n € INy die maximale Anzahl zueinander linear unabhéngiger Vektoren, so heifst
dieses n die Dimension des zugehorigen Vektorraums. Beispiel?

e In der Ebene gilt n = 2.

e Im (Anschauungsraum-) Raum gilt n = 3.

In der Ebene seien zwei linear unabhéngige

oL

Vektoren @ und b vorgegeben. Weiterhin sei a
ein beliebiger Vektor ¢ gegeben: -

//b/
Das es sich um drei Vektoren handelt und andererseits aus Dimensionsgriinden nur héchs-

tens zwei Vektoren voneinander linear unabhingig sein kdnnen, miissen diese drei Vek-
toren linear abhéngig sein, d. h. es besteht eine Gleichung

ANd@+p-b+v-@=0

bei der mindestens einer der drei Koeffizienten A, p und v von Null verschieden ist.
Insbesondere ist v # 0; wire namlich v = 0, so verbliebe die Gleichung

—

Ad+p-b=20

4Begriindungen folgen
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bei der nach wie vor ein Koeffizient ungleich Null ist, d. h. A # 0 oder p # 0 ist; dieses
ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von @ und b. Damit folgt:

v # 0

o

I
/|\
| >
~_

QY

+

/I\
N

~—

S

= ¢ wird durch Linearkombination von @ und b dargestellt

Da sich ein beliebiger Vektor ¢ aus der Ebene so darstellen liefs, bilden @ und b zusammen
eine sogenannte Basis der Ebene. Allgemeiner gilt:

Sind Vektoren dy, ..., d, mit

1. jeder Vektor ¢ lakt sich als Linearkombination der a; darstellen:

2. die Vektoren a; sind linear unabhéngig,

gegeben, so heiflen die ay, ..., a, Basis des zugehorigen Vektorraums.

Frage: Warum ist die Darstellung (4) eines Vektors durch eine Basis eindeutig?

Antwort: Angenommen, man hat zwei Darstellungen von ¢:
C = M- A+ Xo-dos + ... + X\ -y
C = M1-0 + po-dy + ... + [y - Gy
Die Subtraktion beider Darstellungen voneinander liefert:
=M —p)-dr+ Mo—p2)-do + ... + (N — tn) - @n
Da die @, eine Basis bilden, sind sie linear unabhéingig. Die Koeffizienten sind daher Null:
A—p2) =0 = X = p fir i=1,...,n

Es handelt sich also beide Male um dieselbe Darstellung von ¢ durch die Basis (dy, . . ., @,).

Bemerkung:

maximale Anzahl der linear

n = Anzahl der Basisvektoren = unabhiingigen Vektoren

Beispiel:
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e Ebene: Anzahl Basisvektoren=Dimension= 2.

e (Anschauungs-) Raum: Anzahl Basisvektoren=Dimension= 3.

Um dieses begriinden zu kdnnen, bendtigt man eine andere Sicht auf die Komponenten-
darstellung von Vektoren.

Um zu zeigen, dass die Dimension tatséchlich zwei betrigt, gibt man eine Basis der Ebene
der Liange zwei an. Eine solche Basis ist die Standardbasis, bestehend aus den beiden

Einheitsvektoren
S 1 S 0
e = 0 €y = 1

Man zeigt leicht, dass diese beiden Vektoren linear unabhéangig sind; auferdem stellen sie
jeden beliebigen Vektor der Ebene dar:

a= = a;-€1 + ax- e
p)

Auf die gleiche Art zeigt man, dass der Raum die Dimension drei besitzt. Auch hier
bilden die drei Einheitsvektoren

1 0 0
) = 0 y = 1 Cy = 0
0 0 1

die Standardbasis. Einen beliebigen rdumlichen Vektor stellt man damit als Linearkom-
a1

bination dar: a=1 a = q1-€ + as-€ + asz-€e;
as

11.6 Elemente der analytischen Geometrie
11.6.1 Geraden im R?

Eine Gerade ist eine Teilmenge des Raumes und enthilt die Punkte mit dem Ortsvektor
Z, fiir die gilt:

—

g: T(t)=a¢+td, teR

Der Vektor ¥y heiftt Aufpunkt, der Vektor @ Richtungsvektor der Geraden g; t heifst
Parameter der Gerade. Man spricht auch von der Parameterdarstellung der Geraden.
Genauer gesagt gilt g = {Z|7 = 7y + td, t € R}.
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a
g — 0
Beispiel
=7 1
Gegeben ist die Gerade g : Z(t) = | 4 |+t |1], tEeR
1 1

1. Liegt der Punkt P(0,6,3) auf der Geraden?

Es muss in dem Fall dann einen Parameterwert ¢ geben mit:

0 —92 1
6l =4 |+t{1], dh0o=—-2+¢t 6=4+¢t 3=1+¢
3 1 1

Alle drei Glechungen miissen fiir ein ¢ gelten. Dies ist offenbar fiir ¢ = 2 der Fall.
P liegt also auf der Geraden g, d.h. P€ g¢. In dhnlicher Weise zeigt man, dass der
Punkt Q(0,6, 1) nicht auf der Geraden liegt, d.h. Q¢ g .

. Wo schneidet die Gerade g die x1, zo-Ebene?

—2 1 —2 40
)= 4 | +t|{1|=| 4+¢
1 1 141
Schnittpunkt ist dort, wo die x3-Komponente 0 ist: 1 +¢t=0, t=—1
—2 1 -3
also:z, =1 4 | -1|1] =1 3
1 1 0

Zwei nichtgleiche Punkte bestimmen eindeutig eine Gerade. Sind die Punkte P; (Orts-
vektor 1) und P, (Ortsvektor z3) gegeben, so lautet die Verbindungsgerade in Parame-
terdarstellung:

g: T=x +t(ads —a7) (Zweipunktegleichung)
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X1

Hinweis: Die Darstellung einer Geraden durch Einstiegsvektor und Richtungsvektor ist
nicht eindeutig.

Beispiel
Beide Parameterdarstellungen bezeichnen dieselbe Gerade.

-2 1

g:Zt)=1[ 4 | +t|{1], teR
1 1
-1 -2
g:Z(s)=1 5 | +s|—-2], seR
2 -2

Fiir die Lage zwei gegebener Geraden mit den Parameterdarstellungen
g1 T(t) = 21 + tay
g2 1 T(t) = a3 + tas

zueinander gibt es vier Mdoglichkeiten. Sie sind entweder

a) gleich, d.h. a7 || a3, 21 € g oder

)
b) parallel, aber nicht gleich, d.h. aj || a2, g1 N g2 = 0 (leere Menge) oder
¢) einen Schnittpunkt besitzen, d.h. @i }f a3, g1 N go # 0 oder

)

d) sind windschief, d.h. a1 }f a3, g1 Ngo =0
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Gyt F =y +tdy
go: X =X, +ta,

/N

|| dy, parallel
nlcht parallel

ANIVA

n LN g, %€ g % €,
\:\gr'ilndsfﬁief ’ gchniftp::ft g;r:kllzﬁ nicht gleich ‘g‘lle;hg2
~
=< =
Beispiele
1 1 0 3
: O +tl2], go: T=|-2|+s|4
5 1 4 4
1 3
2 4 1, also nicht parallel; suche moglichen Schnittpunkt.
1 4
1 1 3 1 3 -1
0 21 = —2 +s14); t12)]—sl4]=]|-2
5 1 4 1 4 -1
t—3s -1 (1)
2t —4s = =2 (2)
t—4s -1 (3)
=g — =1 (1)
2s = 0 (2) —2-(1)
-s =0  (3)—(1)
0
Ermittle: s = 0 und t = —1, somit Schnittpunkt: ¥ = | —2
4
2 1 1 -2
b) g: Z=—-1]+t|0]|, go: Z=1 0 | +s| 3
3 3 —4 1
1 -2
O]l k1 3 nicht parallel, suche méglichen Schnittpunkt
3 1
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2 1 1 -2 1 -2 -1
1| +t{0] =10 ]+s| 3 ]|; t{0]—-—s| 3 |=11
3 3 —4 1 3 1 -1

—3s=1—>s5=—

Wl

3t —s=—1—3t+3 =1, t = —5 = Widerspruch
g1, g2 sind windschief

2 0
¢) gr: @)= | 5 +t(1 . P(1,2,-4)
—7 -3

Gesucht: g mit g; parallel zu go und P € g9

1 0
g ZW)=1 2 | +¢t| 1
—4 -3

11.6.2 Ebenen im R3

Eine Ebene ist die Menge aller Punkte der Form
E:Z(s,t) =gy +sa+th, s,;t R (Parameterdarstellung einer Ebene)

Man spricht von der Parameterdarstellung der Geraden. In Analogie zur Gerade heifst der
Vektor ¥y Aufpunktvektor der Geraden, die beiden Vektoren a und b Richtungsvektoren
der Geraden; s und t sind die Parameter. Ausgehend vom Aufpunktvektor beschreiben
die Richtungsvektoren die Lage der Ebene. Fiir jeden Punkt der Ebene existieren in
eindeutiger Weise Parameterwerte s und ¢, sodass eine Darstellung des Ortsvektors des
Punktes wie in obiger Weise angegeben moglich ist.
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X3

Wir kénnen die Ebene auch direkt genauer als Menge schreiben:

Genauer: F = {f€R3 ] T = @ 4 sd + tb, s,tER}

Beispiel
a) Wie lautet die xq,z3-Ebene, die die xo-Achse im Punkt P(0,3,0) schneidet, in
Parameterdarstellung?

0 1 0
E:Zs,t)=|(3|+s|{0)+¢|0], s,teR
0 0 1
0 1 1
b) Gegeben ist die Ebene E : Z(s,t) = | 1| +s 0] +¢t|[—-1], s,teR
0 1 2

Frage: Liegt der Punkt P(5,0,6) in der Ebene?

Zur Priifung setzt man den Punkt als Punkt der Ebene an und versucht passende Para-

meterwerte zu finden:
0 1 1 5 1 1 5

11 +s10] 4+t -1 =(0],dh.s|{O| +¢|—-1] = | —1]| Es ergibt sich ein
0 1 2 6 1 2 6

lineares Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Unbekannten:

s+t = b—s=4
—t = —-1—=t=1
s+2t = 6—>s=4

= Alle 3 Gleichungen sind mit s =4, ¢ = 1 l6sbar, also liegt P in E, d.h. P € E.

69 Dritter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Eine Ebene im R? ist durch 3 Punkte &, #5 und &3 bestimmt. Sie besitzt die Parameter-
darstellung:

E :Z(s,t) =21 + s(Zy — &) + t(Z3 — 71) (Dreipunktegleichung der Ebene)

Xz

X3 AN
i
/,+t\,
E 2 %
Xy 2 X2

Eine Ebene im R3 ist auch dadurch bestimmt, dass ein Einstiegsvektor #; und ein Nor-
malenvektor 17 gegeben sind.

Der Normalenvektor einer Ebene ist bis auf einen Skalierungsfaktor eindeutig und man

—

findet ihn z. B. durch das Kreuzprodukt der Richtungsvektoren, 77 = a x b. Aus E: T
Zo + sd + tb ergibt sich durch Multiplikation mit dem Normalenvektor:

n-Z=mn-(Tg+si+th)=n-To+si-a+ti-b
=0 =0
Die zur Ebene gehorenden Punkte geniigen eindeutig der (skalaren) Gleichung

—

E:fn-Z=n-%=d eR (parameterfreie Darstellung der Ebene)

Mit einem Aufpunkt und einem Normalenvektor ist eine eben im R3? also eindeutig be-
stimmt. Die skalare Gleichung zur Chrakterisierung einer Ebene £ kann man auch ganz
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ny Iy
ohne Vektoren formulieren: Mit 7= | ny | , ¥ = | 22 | ergibt sich nach Ausmultiplizie-
n3 T3
ren des Skalarproduktes:
E: njxy +noxs +nszs = d (Koordinatenform)

Mit d # 0, ny # 0, ny # 0, n3 # 0 ist eine weitere Darstellung der Ebene moglich:

n1 na ns
—X1 + —T2 + — T3 = 1

d d d

T i) T3

atata

ny %) ns

Mit a; = 7% fiir ¢ = 1, 2,3 findet man die Achsenabschnittsform einer Ebene

L . (Achsenabschnittsform einer Ebene)

g

Xq

Beispiel
0 1 1 1

E: Zs,t)=|1|+s|0])+t|-1], s,teR -| =1 ] (Parameterdarstellung)
0 1 2 — 1|

1
n=|0] x|-1|=1]-1
1 2 —1
1 0 1
—1]-Z=|(1]-|—-1] =—-1 (parameterfreie Darstellung)
-1 0 -1
Schreibt man das Skalarprodukt in den Komponenten aus, so erhdlt man die Koordina-
tendarstellung der Ebene:

1 Ty 1 Ty
I —1 f:—l, T = T2 |, also: —1 | T :—1, wl—.’ll'g—l'g:—l
—1 X3 —1 xTs3
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Multipliziert man die parameterfreie Darstellung mit ﬁ,was einer normierung des Norma-
lenvektors gleichkommt, so erhélt man die sogenannte Hessesche Normalenform (HNF):

1
E:f-Z=i-T | =
7]
no, 0
=l = o 2o
7] 7]
E: fig- 7= T (Hessesche Normalform der Ebene)

Das Besondere an der Hesseschen Normalenform besteht darin, dass die Zahl 77y - Zy bis
auf ihr Vorzeichen die Lénge der Projektion des Vektor &, also eines beliebigen Vektors
der Ebene, auf den Einheitsnormalenvektor 77y der Ebene und damit den Abstand der
Ebene zum Nullpunkt angibt (siche Abbildung).

|7 - o] : Abstand der Ebene zum Nullpunkt

: d;
Ny
l’r El
%o/
E ."l
3 —"'?‘ tl
|xg - 7| -“.\‘
a/
0
Beispiel
1
= 1
FE —1 r=—1 ‘ '
——
7, |i|=v/3
1 1
.1 _ o B = o .
E: e 1 T \/3 HNF: Hessesche Normalform
—1 ~——

%: Abstand zum Nullpunkt

S

Zusammengefasst kennen wir folgende Ebenendarstellungen:

1.) Parameterdarstellung
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2.) parameterfreie Darstellung

a.) Koordinatenform
b.) Achsenabschnittsform

c¢.) Hessesche Normalenform

Beispiel 1
E: —x1+ 322+ 8z3=24 (Koordinatenform)
—1 T —1
3] |z2| =24, 3 | 2=24 (Parameterfreie Form)
8 I3 8
—1
@ =] 3 ||=v
8
—1
- 24
E: \/Lﬁ 3| 7= — (HNF)

: %

—~—
d: Abstand zum Nullpunkt

Fiir die Parameterdarstellung bendtigen wir Einstieg- und zwei Richtungsvektoren:

-1 0 0
Einstieg: [ 3 | - (0| =24, 2= |0
8 3 3
-1 3 _ 0 .
Richtungen: n=| 3 |, a=|1|, a-n=0; b=|-8], b-n=0
8 0 3
0 3 0
E: Z(s,t)=10+s|1]|+¢t|-8], s,teR (Parameterdarstellung)
3 0 3
Aus der Koordinatenform findet man die Achsenabschnittsform
—x1 + 329 + 8x3 = 24 124

AR +E =1 =24 =8 a=3

Beispiel 2
Gegeben ist die Ebene geméf Bild:
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Xq

a) Wie lautet die Ebene in parameterfreier Form?
b) Wie lautet die Parameterdarstellung?

¢) Wie grof ist der Abstand der Ebene zum Nullpunkt?

zua) L4248 =1 | 60

12
1221 + 2025 + 15253 = 60 also: | 20 | - & = 60
15
sub) E: &=2Z+sd+th
5 0 0
Punkte der Ebene sind z.B.: 1 = |0 |, 7o = | 3| und @53 = [ 0
0 0 4
-5 -5
Hieraus ergeben sich die Richtungvektoren: @ = | 3 |, b= 1| 0
0 4
5 -5 -5
und die Ebene: = [0 | +s| 3 | +¢ 0 |, s,t€R
0 0 4
12
zuc) i=[20], |7 =122+ 202+ 152 = /144 + 400 + 225 = /769
15
12

1 60

—— (20| - =

V769 15 V769

Der Abstand zum Nullpunkt ist somit 60
P V769
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Sind zwei Ebenen gegeben,
E1 X = fl + 8161 + tlbh T_ilf = d1
E2 X = fz + 8262 + thQ, T_igf = dg

so kann ihre Lage zueinander entweder

a) parallel und nicht gleich sein, d.h. 7y || 7ia, By N FEy =0
b) gleich sein, d.h. n} || 7y, ¥ € Fy

¢) sich in einer Geraden schneiden, d.h. 7y }f 7y, EyN Ey =g

Beispiel Man berechne eine mégliche Schnittgerade der Ebenen:

1 0
Ei:2=s|1]+t]1
0 1
)
Ey: by +ao+6x3=14, | 1 | - =14
6
—5 1 0
Wir setzen Ebene F; in Ebene FE5 ein: 1 ls|1)+t]1 = 14.
0 1
Man ermittelt —4s + 7t = 14, t = % + 2. Eingesetzt in Ebene F; erhalten wir die
Schnittgerade:
1
g:¥=s|1 +(%S+2 +s 11/7
0 4/7

11.6.3 Beispielaufgaben zur analytischen Geometrie

In diesem Abschnitt werden einige weitere Schnittmengen- und Abstandsberechnungs-

aufgaben vorgestellt.

1. Schnittpunkt Gerade - Ebene

Gegeben ist die Ebene E in parameterfreier Form 7 - © = d mit Normalenvektor 7
sowie eine Gerade g : ¥ = ¥+ s d. Zu bestimmen ist der Schnittpunkt ¥ = gNFE,

sofern er eindeutig existiert.

=~J

Ut
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I3

Zur Losung wird die Parameterform der Geradengleichung in die parameterfreie
Form der Ebene eingesetzt und der Parameter der Gerade ermittelt:

i (To+sd) =d

Aus dieser Gleichung ergibt sich ein Parameter s und eingesetzt in die Geraden-
gleichung dann der Schnittpunkt Zg.

Sind Gerade und Ebene parallel, so gibt es keine Losung fiir s, und liegt g in der
Ebene E, sind alle s € R Lésung der Gleichung.

Beispiel
—4 2
(a) Gegeben sind die Gerade g : & = | =10 ] + s 3 | und die Ebene
8 =%
3
E: 32y —ax9+4x3=15bzw. | -1 | - & = 15.
4
3 —4 2
Einsetzen von g in E fiihrt zur Gleichung: | —1 | - —10) +s | 3 =
4 8 =
15, d.h. 30 — 5s = 15, also s = 3.
—4 2 2
Wir erhalten somit den Schnittpunkt g = | =10 | +3| 3 | = | —1
8 —7 %
—1 5
(b) Gegeben sind die Gerade g : & = | 0 | +¢t [0]| und die Ebene FE :
=1 1
5 4
6 | -a=20. t=1,2g= |0
-9 0
7 -2
(c) Gegeben sind die Gerade g : & = [9] +r 3 | und die Ebene E :
2 4
4I2—3$3+27:O (—)
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2. Abstand Punkt - Ebene
Gegeben sind eine Ebene E : 7 - ¥ = dg mit Normalenvektor 77, ein Punkt der
Ebene E mit Ortsvektor g sowie ein Punkt P mit Ortsvektor Z'p. Sei 7y der

Einheitsnormalenvektor, also 77y = %, |Tlo] = 1.

Gesucht ist der Abstand d des Punktes P von der Ebene E. d gibt den kiirzesten
Abstand zwischen Punkt und Ebene an. Sei ©r der Lotfufspunkt in E, dann gilt
offensichtlich: d = |Zp — Zp|

Gemaéls Zeichung stellt die Projektion des Differenzvektors ©'p —Zr auf den Einheits-
sormalenvektor 77y den Abstandsvektor ©p — Zr = d- 1y dar. Durch Betragsbildung
erhalten wir somit den Abstand:

Fp— Tp) iy I
MWZK@_M).W

a=|

—

Mo - No
Ist auch der Lotfulpunkt von Interesse, so kann man in folgenden Schritten vorge-
hen:
(a) Aufstellen der Hilfsgeraden senkrecht zu E durch P: g : & = ¥p + sii

(b) Berechnung des Lotfufpunktes @ als Schnittpunkt der Ebene E mit der Ge-
raden g.

(¢) Abstandberechung durch d = |¥p — Zp|

Beispiel

1
Gegeben sind E: Z= 0] +s| 1 | +t| 0 | und der Punkt P(3,3,4).
0 0 1

1.) Anwenden der Abstandsformel:
Fiir den Normalenvektor gilt

~J

-~
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Mit Lotfulipunkt:

3 1
i) Hilfsgerade g lautet: g: = |3 | + s (1
4 1

1 3 1
ii) Schnittpunktberechnung liefert: | 1 31 +s|1 = 1.
1 4 1
0
dh.s=-3,also7p= |0
1
3 0 3
iii) Abstandberechung durch d = |Zp—2Z¢| = | [3|=[0]|=]|3| | =3V3
4 1 3

3. Abstand Punkt - Gerade
Gegeben sind ein Punkt P mit dem Ortsvektor Zp und eine Gerade g : ¥ = Zy+1t d.
Gesucht ist der (kiirzeste) Abstand d des Punktes von der Geraden g. Mit Zp wird
der Lotfufpunkt bezeichnet.

Gemaéfs Zeichnung muss der Differenzvektor ©p — Zr senkrecht auf den Richtungs-
vektor @ der Geraden g stehen, also gilt fiir den Lotfufpunkt: (Zp — Zr) - a@ = 0,

d.h.

Tp—Ty—tpd)-d=0
( 9
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Aus dieser letzlich skalaren Gleichung ergibt sich der Parameterwert ¢t und damit
der Lotfulpunkt ©r = Z, + tr @. Den Abstand selber findet man dann durch
Betragsbildung: d = |Zg — ZF|.

Beispiel
3 5

Gegeben ist die Gerade g : & = (1| +t [ —4]. Wie weit liegt der Punkt
4 3

P(1,-2,5) von der Geraden g entfernt?

Zur Losungsfindung dient die Gleichung:

1 3 5 5
2| =1 —tr |4 - =41 =0,
5 4 3 3
-2 5 5
dh. || =3) —tr [—4] ] | -4]) =0, dh 5-50tr =0, tr = £.
1 3 3
3 5 35
Damit ermittelt man den Lotfulspunkt: ¥p = [ 1| + 1—10 -4 = % 6
4 3 43
Als Abstand findet man dann:
1 35 —25
d=l|ic—Tpl =||-2| - |6 ]I= 1l (—26 | = £5v/625 1 676 + 49 =
5 43 7
Lvi3s0 = 1vB1 =316
4. Abstand windschiefer Geraden
Gegeben sind zwei windschiefe Geraden:
gi: Zf fl + s 61
gs r = 52 +t 62
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Sei E die Hilfsebene der Punkte ¥ = ¥} + s a@; + t do. In E liegt die Gerade gy;
mit go besitzt sie keinen Schnittpunkt. Die Hilfsebene F lautet in parameterfreier
Form: 7 - £ = n - #; mit dem Normalenvektor 7 = d; X ds.

Der gesuchte Abstand d = |Zr, — Z'p,| entspricht dem Abstand des gegebenen
Punktes 5 von der Hilfsebene E, also

N N N 5 R n 5 . Eil X (_7:2
d pum _ . pum " —_— f— —_— - —
(@ = Fa) -l = (5~ o) - il = (51— ) 2
Beispiel
Gegeben sind die Geraden
2 1 1 —2
g:r=-1]+4+s 0], go: =10 |+t | 3
3 3 —4 1

Die Geraden sind windschief (s.0.); zu berechnen ist ihr Abstand.

Fiir den Normalenvektor der Hilfsebene E gilt:
1 -2 -9
n= 61 X 62 = O X 3 = —7

Damit erhalt man fur den Abstand

—9
d=|(T, - & -@ =L | -7
@ = 22) 1] 139 | 5
1 —9
1 [ 7] = 9

Hinweis:
Um die Lotfufspunkte ¥r, = &1 + spd; sowie ¥p, = ¥y + tpdy zu bekommen, kann
man beispielsweise die Orthogonalitidtsgleichungen

(Tp, —Tr,) a1 =

0
(g, —Zg,)-dy = 0
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aufstellen und das hieraus resultierende lineare Gleichungssystem fiir die Unbe-
kannten sp und tg 16sen. Fiir den Abstand gilt dann d = |Tr, — g,

12 Funktionen: Grundbegriffe, Eigenschaften und ers-
te Beispiele

12.1 Grundbegriffe

Eine reelle Funktion f : D — Z ist eine Zuordnung, bei der jeder reellen Zahlz € D C R
genau eine reelle Zahl y = f(x) € Z C R zugeordnet ist.

Schreibweise:
f:D—=Z y=f(z)

Dabei heiféen
: Definitionsbereich

. Zielbereich

: Argument

e o8 N U

: Funktionswert

Die Elemente des Zielbereichs, die tatsichlich als Funktionswerte der Funktion f in Frage
kommen, bilden den Wertebereich

W ={y € Z| es gibt ein x € D mit y = f(z)}
Reelle Funktionen werden durch ihren Funktionsgraphen
Graph(f) = {(z, f(x))|z € D}

veranschaulicht. Er umfasst alle Punkte (z,y), die zu der Funktion gehoren.

Als Hilfsmittel, um den Graphen zu erstellen, dient eventuell eine Wertetabelle:

Es folgt eine tabellarische Zusammenstellung wichtiger Bezeichnungen bei Funktionen
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r | B

B

x das Argument von f
f(zx) der Funktionswert von f an der Stelle
z — f(x) . . .
y = flo) Angabe der Zuordnungsvorschrift, Abbildungsvorschrift

D, Dy der Definitionsbereich der Funktion f
Zf die Zielbereich der Funktion f

fiir eine reelle Funktion f: die grofte Teilmenge von R auf

der die definierende Zuordnungsvorschrift fiir f noch giiltig

ist. Ist kein Definitionsbereich angegeben, so gilt D = Dmax.

Beispiel:
Dmax 1

x
11—
Dmax = R\ {1}

fiir eine Teilmenge A C D ist f(A) die folgende Teilmenge der

f(A) Zielmenge Z:
{yles gibt ein v € A mit y = f(z)}

fiir eine Teilmenge B C Z ist f~(Z) die folgende Teilmenge

f~YB) des Definitionshereichs D:
{z|x € D und f(z) € B}

12.2 Lineare Funktionen

Die vielleicht einfachsten Funktionen sind die linearen Funktionen. Ihr Graph im Koor-

dinatensystem ist eine Gerade und sie besitzen die Darstellung

fR=R y=f(r)=mx+b

mit den reellen Parametern m und b. Der Parameter m gibt die Steigung m = % der

Geraden an, wahrend b der y-Achsenabschnitt ist.
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Ay
AX
ib .

Hinweis: Ist die Steigung m = 0, so ist f eine konstante Funktion, die Gerade liegt dann
parallel zur x-Achse.

Geraden mit m # 0 und b # 0 konnen durch Umformen in die Achsenabschnittsform
iberfithrt werden; denn mit a = ’;b folgt aus y = max + b:

Neben b hat dann auch a die Bedeutung eines Achsenabschnitts, allerdings auf der x-
Achse.

Eine Gerade ist durch zwei Punkte bestimmt. Seien die Punkte (z1,y;) und (z2,y9)
gegeben. dann lautet die Gerade durch die beiden Punkte (Zweipunkteform):

Y2 —
y:

$2_x1<37—961)+3/1

Eine Gerade ist auch durch einen Punkt (x;, x9) und die Steigung m eindeutig bestimmt,
dann lautet die Geradengleichung (Punkt-Steigungsform):

y =1 +m(z— )

Beispiele:

1.) Man zeichne die Gerade y =2z +1,( m =2, b=1).
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y=2x+1

2.) Man bestimme die Gerade durch die Punkte (—1,1), (1,7).

y=mr+b — 1l=-m+b b=14
T=m+b m =3

also y = 3x 4+ 4 = Achsenabschnitt = 4, Steigung der Gerade= 3

12.3 Quadratische Funktionen (Parabeln)
Seien a, b, ¢ reelle Zahlen mit a # 0. Quadratische Funktionen sind Funktionen f : R — R
mit folgender Funktionsvorschrift:
y=f(z) = ax®+br+c
b
= a(z®+ -1)+c
a

b b

= a((z+ 2—)2 — (2—)2) + ¢ (Quadratische Ergéinzung)
a a
b, b?
= a(r+ %) te— o
= m(z+b)°+b mit m=a, b = b by =c i
= 1 2 =@ =0 0= 1a
Die Parameter m, b; und by lassen sich geometrisch deuten.
m ist ein Steigungsparameter mit
m >0 : nach oben offen, Minimum bei x = — 2 Scheitelpunkt S(—i _5_2)
m < 0 : mnach unten offen, Maximum bei x = — 2% Hepan 2a’ ¢ 4a

by gibt die Verschiebung der Parabel in z-Richtung an.
by gibt die Verschiebung der Parabel in y-Richtung an.

Beispiele:
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1.) y = z* Normalparabel

r|-3]-2]-1{0]1]2]|3

Wertetabelle: vyl 9410149

2) y=2*+2—-6
y = 224+1—6=(r—2)(z+3) (Nullstellen bei 2 und -3)
= (z+3)—-6—1

- @rip-%

Scheitelpunkt bei z = —3, y = -2

Nullstellen bei z =2, v = -3

x|-3[-2|-10]1]2

Wertetabelle: v |0 |-4]|-6|-6|-44

12.4 Gaullklammer

Die Gaufiklammer (auch Abrundungsfunktion genannt) einer reellen Zahl x ist die
grokte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist. Sie ist definiert durch:

|z] = max{k € Z|k < z}

So ist zum Beispiel
12,3] =2, [10,123| =10, [27] =27, |-2,3] =-3
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Die Nullstellen der Gaukklammer sind das Intervall [0, 1).

12.5 Funktionseigenschaften

12.5.1 Gleichheit von Funktionen

Die Funktionen f: Dy — Zy und g : Dy, — Z, heifen gleich, falls
a) Dy =D,
b) f(x) = g(x), fiir alle x € Dy

Man schreibt: f =g
Beispiel:

x2—9

R\ R, y=fl2) = ——

g:R->R, y=g(x)=x+3

f#g, daD;#D,

h:R\{3} > Ry=h(zx)=x+3

h=f h#g

12.5.2 Nullstellen von Funktionen
Eine Funktion f: D — Z,y = f(x), besitzt in o € D eine Nullstelle, falls gilt
f(xz0) =0
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In einer Nullstelle schneidet der Funktionsgraph die x-Achse oder beriihrt sie. Man er-
rechnet die Nullstellen einer Funktion, indem man die Bestimmungsgleichung f(x) = 0
nach z auflost.

Beispiel:

f(x) =% —42® + 5xr — 2

f(x)=0dh. 2° — 422 +52—-2=0

x = 1 wird erraten. Dann kann der Faktor x — 1 abgespalten werden, und es gilt
flx)=2—42>+5x -2 = (z—1)(2*—-32+2) = (z—1)(z—1)(z—2)
Damit sind die Nullstellen bei

x =1 (doppelte Nullstelle, f beriihrt die z-Achse)
x = 2 (einfache nullstelle, f schneidet die x-Achse)

12.5.3 Symmetrie

Eine Funktion f heift gerade (achsensymmetrisch), falls fiir alle x € D gilt

Man erkennt bei geraden Funktionen eine Achsensymmetrie am Funktionsgraphen. Durch
Spiegelung an der y-Achse dndert sich der Graph nicht.

Eine Funktion f heift ungerade (punktsymmetrisch), falls fiir alle z € D gilt

f(=x)=—f(x), f(x)=—f(~2)
Punktsymmetrie liegt dann vor, wenn sich der Funktionsgraph durch Drehung von 180°
um den Nullpunkt nicht dndert.
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Hinweise:

e Zur Symmetrieuntersuchung setzt man im Funktionsausdruck —z fiir  ein und
priift, ob das Minuszeichen verschwindet oder sich als ganzes herausziehen lasst.

e Es gibt wichtige Funktionen, beispielsweise f(z) = z? + 23 oder f(x) = €%, die
weder gerade noch ungerade sind. Interessant ist, dass sich jede Funktion in einen
geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen lisst:

o) = LOHIED) | S0~ Ho)
) ge;arde o ung;?ade ’

e Einige Funktionen besitzen eine verschobene Symmetrie. So ist z.B. die Funktion
y = (x+5)? — 1 achsensymmetrisch bzgl. der Geraden x = —5. Man bezeichnet sie
jedoch dann nicht mehr als gerade.

Beispiele:

a) y= f(r) = 2% fist gerade, da: f(—z) = (—2)* = 2? = f(x)
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12.5.4 Monotonie

Mithilfe von Monotonieaussagen beschreibt man das Verdnderungsverhalten einer Funk-
tion hinsichtlich der Zu- und Abnahme der Funktionswerte.

Eine Funktion f heiflst monoton wachsend, falls fiir alle xy,25 € D gilt: 1 < 29 =

f(x1) < f(w2).

Eine Funktion f heilt streng monoton wachsend, falls fiir alle xy, x5 € D gilt: z; <
Ty = f(x1) < f(12).

——

-3 -2 - 0 1 3 4 5 6 7

Eine Funktion f heikt monoton fallend, falls fiir alle x1, 25 € D gilt: x1 < 29 = f(x1) >

f(x2).

Eine Funktion f heifst streng monoton fallend, falls fiir alle x1, x5 € D gilt: 21 < 29 =

f(x1) > fla2).

Hinweise:

e Die konstante Funktion f(z) = ¢ (¢ € R) ist sowohl monoton wachsend, als auch
fallend.

e Einige Funktionen sind nur auf Teilbereichen monoton fallend bzw. steigend.
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f ist mpnoton steigend

.. 08 .
ist monoton fallend

12.5.5 Periodizitit

Eine Funktion f : D — Z,y = f(z), heift periodisch mit der Periode p, falls fiir alle
x € D gilt:

eD

Mit p ist auch k-p (k € Z) eine Periode der Funktion f. Die kleinste Periode p > 0 heift
primitive Periode. Wenn von der Periode einer Funktion f gesprochen wird, ist meist
die primitive Periode gemeint.

Beispiele:

a) f(z) = c (konstante Funktion, ¢ € R)
f ist periodisch fiir alle p € R

b) y = f(z) =z — [x],

wobei |z die oben beschriebene Gauftklammer ist.

LLLAYLL L

o 1 2 3

Diese modifizierte Gaufsklammer besitzt die Periode 1. Dieselbe Funktion kann auch
folgendermaken beschrieben werden: f ist 1-periodisch mit f(x) = x fiir z € [0, 1).

90 Vierter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

c) f(x) =sin(z)
Die Funktion sin(x) besitzt die Periode 27

12.5.6 Injektivitat, Surjektivitat, Bijektivitat

Diese Funktionseigenschaften sollen sicher stellen und beschreiben, dass eine Funktion
umkehrbar ist.

Eine Funktion f : D — Z heifst injektiv (umkehrbar),
falls fiir alle z1, 29 € D gilt: x1 # x9 = f(21) # f(22)

Eine Funktion f: D — Z heift surjektiv (Funktion auf Z),
falls zu jedem y € Z ein x € D existiert mit y = f(x)

Eine Funktion heift bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.
Grafische Veranschaulichungen:

X Y

injektiv, nicht surjektiv

X Y
1 D
2 'B
3 +C
4

nicht injektiv, surjektiv
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X Y

1 ‘D

2 »B

3 e

. A/ injektiv] .
S bijektiv
surjektiv

12.6 Operationen mit Funktionen, Verkettung

Aus zwei gegebenen Funktionen lassen sich mithilfe von Operatoren neue Funktionen zu-
sammensetzen. Zunichst sollen die Funktionsoperationen Addition, Multplikation, Divi-
sion und Faktormultiplikation beschrieben werden. Die Funktionseigenschaften der Teil-
funktionen konnen sich durch die Operation verdndern, manchmal iibertragen sie sich
auch auf die zusammengesetzte Funktion.

Seien f: Dy — Zy,g9: Dy — Z, zwei Funktionen.
Dann wird vereinbart:
(1) Addition von Funktionen
h=f+gdurch h: Dy D, — Zy, h(z) = f(x) + g(z)

(2) Multiplikation von Funktionen
h=f-gdurch h: Dy D, — Zy, h(z) = f(x) - g(z)

(3) Division von Funktionen

h:f:gzgdurchh:DfﬁDg—>Zh7h(x):M(mitg(x);«é())

(4) Faktormultiplikation
h=c- f(x)durch h: Dy — Z,, h(z) = c- f(z) (c € R)

Beispiel f(z)=2*+3z—-1, g(z)=2*+1
h=f+g¢g:R— R mit
hz)=f(z)+g(z) =2?+3z-1+2>+1=222+3z

h=f-g: R— R mit
h(z)=f(z) -glx) = (2*+3x—1)-(22+1) = 2*+ 22+ 323 +3x —2® — 1
=zt + 323+ 3z -1

Eine besondere Art der Verkniipfung ist die Verkettung zweier Funktionen. Hier-
durch wird eine Hintereinanderausfiihrung der Funktionen beschrieben, welche nur dann
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moglich ist, wenn die Funktionswerte der einen (inneren) Funktion im Definitionsbereich

der zweiten (duferen) Funktion liegen.
Seien f: Dy — Zyund g : Dy — Z, Funktionen mit Z; C D,.
Dann heifst die zusammengesetzte Funktion

h: Dy — Z, mit h(z) = g(f(z))

Verkettung von f und g. Schreibweise: h = go f
f heilt auch innere Funktion, g die dufsere Funktion.

Hinweise:

1) Reihenfolge der Verkettung ist wichtig:
go f# fog (in der Regel)

2) Verkettung darf nicht mit der Multiplikation verwechselt werden.

gof#g-f
Beispiele
a) £:10,2] > [4,10],y = f(¢) = 3z +4
1
g:[1,00) = [0,1),y = g(z) = —

go f: [0,2] = [0,1],y = g(f(x)) = g(3z +4) =

3r+4
1 1
fog: [1700)_>[4710Ly:f(g(x)>:f(;> :3E+4:_+4
1
foglpa: [1,2] = Ry = f(x) - g(x) = (3x+4)523+5

g(x) =vV1—a?
(f_° 8 o) = fe@) = F(VI=a) =5/I=a? -1
<__\9,,O J/)@) = g(f(z)) = g(5z — 1) = /1 — (bz — 1)?
) f(z) =z
g(z) = (5 —z)7"
h(z) = |z + 1]
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Es ist auch fiir spétere Zwecke der Differential- und Integralrechnung die Umkehrung von
Bedeutung, also, dass bei gegebenen Funktionsausdriicken die Zerlegung in Elementar-
funktionen erkannt wird.

fl@)=(@*=3z+4)"+Vr+1

filz) = a7

fo(x) = /x

f3(x) =2? — 3z + 4
falx) =z +1

f@) = (f3(2))" + v/ fa(2)

= fi(f3(x)) + folfa(z)) = (f10 f3)(x) + (fa o fa) (@)
f =hofs+ faofy

12.7 Umkehrfunktion

Funktionen f : D — Z ordnen jedem x € D genau ein y € Z zu. Vielfach ist man
daran interessiert, die einem gegebenem y-Wert zugeordneten z-Werte zu bestimmen.
Dies konnen theoretisch mehrere sein. Man ist also an der Umkehrung der Funktion
interessiert. Damit die Umkehrung auch wieder eine Funktion im mathematischen Sinne
ist, muss der dem y-Wert zugehorige z-Wert eindeutig sein. Eine umkehrbare Funktion
muss also folgende Umkehrbarkeitsbedingung erfiillen:

1 7é To = Y1 = f(ll,’1> 7é Yo = f(l’g) fiir alle T1,T9 € D
oder was dem gleichbedeutend ist

f(z1) = f(xe) = x1 = xo fiir alle 21,20 € D

Die Abbildung, die jedem Bildpunkt f(x) einer umkehrbaren Funktion das eindeutige x
zuordnet, heifst Umkehrfunktion

ffL-WcZ—D,z=f"'y)

Die Funktionen y = f(z) und z = f~!(y) besitzen denselben Graphen, die Zuordnungs-
richtung ist jedoch gesindert. Statt = einem y wird bei f~! ein y einem z zugeordnet. Es
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ist nun {iblich bei den Umkehrfunktionen die Rollen der Variablen x und y zu vertau-
schen, so dass x wieder die Rolle des Arguments einnimmt. Die Umkehrfunktion heifst
dann

y=f"(2),
was zur Folge hat, das der Funktionsgraph von f~! sich durch Spiegelung des Graphen
von f an der Winkelhalbierenden ergibt.
Im konkreten Fall ergibt sich die Umkehrfunktion einer umkehrbaren Funktion y = f(x)
in zwei Schritten

1.) Auflésen von y = f(x) nach x = z = f~!(y)

2.) Vertauschen von x und y = y= f"!(x)

Dabei werden auch Definitionsbereich und Wertebereich vertauscht:
Df*lZWf7 Wf*lZDf
Fiir Funktion und Umkehrfunktion gilt zudem immer:

[ @) =2 f(f@) =2

Beispiel 1

Man berechne und zeichne die Umkehrfunktion der linearen Funktion f : R — R,
y = f(x) = 2z + 1. Die Funktion ist umkehrbar, wie man leicht sieht.

1. Schritt: Auflésen nach x ergibt z = %y — %

2. Schritt: Vertauschen von x und y fiihrt zu y = %as — %
Die Zeichnung der Graphen von f und f~! verdeutlicht die Spiegelung an der Winkel-

halbierenden.

W\nkelha\hiérend y=x
7

Héufig hat man es mit Funktionen zu tun, die zunichst nicht umkehrbar sind. Die
Umkehrbarkeitsbedingung kann aber dadurch erfiillt werden, dass man den Definitions-
bereich auf einen umkehrbaren Bereich einschrankt.
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Beispiel 2

Typisches Beispiel fiir einen solchen Sachverhalt ist die Funktion f : R — R, y = 2.
Sowohl 5 als auch -5 werden auf 25 abgebildet. Beschriankt man die Parabel auf nicht
negative Werte, so erhilt man die Funktion

fRE SR,y = f(z) =2

Diese so eingeschriankte Funktion ist wieder umkehrbar.
1. Schritt: Auflésen nach x ergibt x = | /y
2. Schritt: Vertauschen von x und y fithrt zu y = /z

12.8 Verschieben und Strecken einer Funktion

Ist eine bestimmte Funktion f : D — IR gegeben, so geht es hdufig um lineare Modifi-
kationen einer solchen Grundfunktion. Gebrauchliche Modifikationen sind

e Verschiebung in z-Richtung
e Verschiebung in y-Richtung
e Streckung in z-Richtung

e Streckung in y-Richtung

Dabei ist darauf zu achten, dass Definitions- und Zielbereiche der Funktionen sich verén-
dern konnen. Diese Funktionsmodifikationen sollen der Reihenfoge nach kurz vorgestellt
werden.

1. Verschiebung in z-Richtung

Eine Verschiebung in z-Richtung driickt sich im Funktionsausdruck durch eine ad-
ditive Konstante beim Argument in der Regel x aus.
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Dabei gilt:
Die um a > 0 nach rechts verschobene Funktion f(x) besitzt die Darstellung

g(x) = f(z —a)

Die um a > 0 nach links verschobene Funktion f(z) besitzt die Darstellung

g(x) = f(z +a)

Beispiel: f(x) = H—%x

Um 2 nach rechts verschoben ergibt sich die Funktion: ¢;(x) = [y (3:1— i
Um 2 nach links verschoben ergibt sich die Funktion: go(z) = T 12 (:g—l— Lk

9=/ (1+ (x+2

-5

91;4] I+ ()23_ 25) -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-0.5

2. Verschiebung in y-Richtung
Eine Verschiebung in y-Richtung bewirkt, dass der gesamte Funktionsgraph nach
oben bzw. unten verlagert wird. Dies driickt sich im Funktionsausdruck durch eine
additive Konstante beim Funktionsausdruck aus.
Dabei gilt: Die um A nach verschobene Funktion f(z) besitzt die Darstellung

g(x) = f(z) + A

Ist A > 0, so wird f nach oben, ist A < 0, so wird f nach unten verschoben.
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Beispiel: f(x) 1

T 1427
Um 2 nach oben verschoben ergibt sich die Funktion: ¢;(x) = 1—1——1332 + 2.
Um 2 nach unten verschoben ergibt sich die Funktion: gs(x) = ﬁ — 2.

f(M \;
0 X

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

3. Streckung in z-Richtung
Eine Streckung in z-Richtung wird erreicht, in dem das Argument der Funktion mit
einem positivem Faktor multipliziert wird. Eine Streckung mit einem Faktor kleiner
1 bewirkt eine Streckung, ein Faktor grofer als 1 eine Stauchung in z-Richtung.
Die um b > 0 gestreckte Funktion f(x) besitzt die Darstellung

g(x) = f(b-x)

Ein negativer Faktor spiegelt die gegebene Funktion zusitzlich an der y-Achse.

9. o 1
B I: =
eispie f(f]f) ]_—I——QL’Q

Mittels z-Streckung um Faktor 2 ergibt sich die Funktion: g;(z) = W
Mittels z-Streckung um Faktor % ergibt sich die Funktion: gs(x) = —11—
1+ (52)°

2
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9,=1/(1+ (05

9=1/(1+(2x))

-0.5

4. Streckung in y-Richtung
Eine Streckung in y-Richtung wird erreicht, in dem die gesamte Funktion mit einem

positivem Faktor multipliziert wird. Eine Streckung mit einem Faktor kleiner 1
bewirkt eine Stauchung.

Die um ¢ > 0 gestreckte Funktion f(z) besitzt die Darstellung

g(x) = c- f(x)

Ein negativer Faktor spiegelt die gegebene Funktion zuséitzlich an der x-Achse.

. 1
B L: ==
eispiel: f(x) 2
Mittels Streckung um Faktor 2 ergibt sich die Funktion: g;(z) = 7 fo
Mittels Streckung um Faktor % ergibt sich die Funktion: gs(x) = %1 —|—1x2'
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25

g1=2 1(1+x%)2
f(x)=1/(1+x?)

-5 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-4
9,=0.5/ (1 +x%)

-0.5

Verschiebungen und Streckungen kénnen auch kombiniert auftreten. Dabei ist auf die

Die

Reihenfolge zu achten. Sei beispielsweise wiederum f(z) = 1 _:932.

e um a = 1 in z-Richtung verschobene,
e um Faktor b = 3 in z-Richtung gestauchte,
e um Faktor B = 4 in y-Richtung gestreckte und

e um A = 2 nach unten in y-Richtung verschobene

Funktion lautet

<

h()=4/(1+3 (x- 1)) - 2
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13 Polynome

13.1 Einfiihrung

Wir haben bereits lineare Funktionen und Parabeln kennengelernt. Sie lassen sich in die
allgemeinere Funktionsklasse der Polynome einbetten. Ein Polynom ist eine Uberlagerung
sogenannter Monome, also von Potenzen der Form x™ mit n € Nj.

Sei n € Ny, ag,aq,...,a, € R, a, # 0. Dann heifst die Funktion p : R — R definiert
durch

(1) = ap + a1 + agx® + ... + a2 = Z a;xt
i=0

Polynom vom Grad n. Die Zahlen a;,7 = 1,...,n heiken Koeffizienten, die Zahl n
der Grad des Polynoms mit der Schreibweise grad(p,(z)) = n.

Lineare Funktionen sind Polynome vom Grad 1, Parabeln Polynome vom Grad 2, Poly-
nome 0-ten Grads sind konstant.

Polynome sind fiir Anwendungen sehr wichtig, da sie einerseits einfach gestrickt sind und
andererseits durch Wahl ihrer Koeffizeinten sehr flexibel einsetzbar sind. Einige Beispiele
sollen den prinzipiellen Verlauf der Polynome mit wachsendem Grad veranschaulichen:

o poe) =1

o ;@) =2

o pa(r) = 3(32% — 1)

e p3(z) = 1(52° — 3x)

o py(z) = £(352* — 302% + 3)

o ps(x) = 1(632° — 702% + 152)

PJE(X)
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Man erkennt an Hand der Verldufe, dass Polynome mit wachsendem Grad ein stérker
werdendes Schwingverhalten aufweisen. Zudem verlaufen sie sich einschliefllich ab Grad
1 fiir x — 400 immer im Unendlichen, wobei dort der Koeffizient des héchsten Monoms
im Polynom das Verhalten diktiert.

Die hier gezeigten Polynome besitzen ab Grad 1 alle mindestens 1 Nullstelle. Es gibt aber
auch Polynome beliebig hohen Grades, die keine Nullstelle aufweisen, z.B. p(z) = z* + 1.

Mit Polynomen kann man fast rechnen wie mit ganzen Zahlen. Sie lassen sich addieren,
subtrahieren und multiplizieren. Als Ergebnis entsteht dann wieder ein Polynom. Nur
das Dividieren erweist sich komplizierter.

Beispiele

1. (2 +62%+3x —10) + (22 — 622+ 1) =323+ 3z -9

2. (234622 +3x—10) — (2 - 32> +4x —7) =922 —x — 3
3. (22 43z —7)(5z — 2) = 52 + 1522 — 35z — 222 — 62 + 14 = 523 + 132% — 41z + 14
4.( x3+5x2+9x+5):(x+1):x2+4x+5
— 2 —x?
42?2 + 92
—4x? — 4z
5r + 5
—5r —5
0
d. 5 4 3 2 2 3 2 2z —3
da° — x* +22° +=x —1):(1‘ +1):4x -z =2z + 2+ 5
— 4x° — 423 zé+1
—xt— 223 + 22
xt —|—x2
— 223 + 212
2x3 + 2x
222 +2x — 1
— 212 —2

2x — 3

Die Division geht genau dann auf, wenn der Rest Null ist; man nennt dann — wie bei
Zahlen — das Divisorpolynom einen Teiler des Dividendenpolynoms. Im anderen Fall ist
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der Quotient kein (ganzes) Polynom® mehr, sondern eine gebrochenrationale Funktion,
solche werden spéter behandelt.

Ein wichtiger Fall, in dem die Division immer aufgeht, ist der folgende: Sei n € N und

a € R, dann ist der Quotient
" —a"

r—a
stets ein (ganzes) Polynom, d. h. diese Division geht ohne Rest auf.

Denn mithilfe der geometrischen Summe zeigt man:

T\ "™
n n — —1 n—1 . n—1
oo (3) AT
—:an%:an <_) — o™ 2’
r—a - -1 - a -
=0 1=0
a

was ein Polynom vom Grade n — 1 darstellt.

Der Grad des Ergebnispolynoms hiangt bei den Operationen natiirlich von Grad der
beiden gegebenen Polynome ab. Bei einer Addition und auch Subtraktion kann der Grad
nicht grofer werden. Die beiden Monome mit den héchsten Exponenten konnten sich
gerade aufheben, falls die Koeffizienten unterschiedliches Vorzeichen besitzen und vom
Betrag gleich sind, so dass fiir die Addition und Subtraktion die Gradformel

grad(pn(z) + gm(r)) < max{grad(p,(r)) + grad(gm(z))} = max{n,m}

gilt. Multipliziert man zwei vom Nullpolynom verschiedene Polynome miteinander, so
liefert das Produkt der beiden hochsten Glieder das héchste Glied des Produktpolynoms:
hat man also die Polynome

p(z) = Z a;x’ mit a, # 0
i=0

und ¢(z) = ijxj mit b, #0
=0

so hat deren Produkt die Gestalt

$n+m

p(z) - q(x) = ay by - + Glieder niederer Ordnung

Hieraus folgt die sogenannte Gradformel fiir die Multiplikation zweier Polynome:

Sind p,(x) und g, (x) zwei Polynome (# Nullpolynom) vom Grad n bzw. m, so gilt fiir
den Grad ihres Produktes p,(x) - gm(2):

grad(pn () - gm (7)) = grad(pa(v)) + grad(gn(z)) =n + m

Eine andere Bezeichnung fiir Polynome ist ganzrationale Funktionen.
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Der Grad des Produktes ist die Summe der Grade der Faktoren. Entsprechend gilt fiir
eine Division mit n > m, falls sie ganzrational machbar ist:

erad (ﬁjm(())) — grad(p,(2)) — grad(gm(z) = n — m

Beispiel:

grad((z® + 22 +4) - 32* + 7 + 1))
= grad(3z° + 2" + 72° + 142® + 63 + 4)
= 5 =3+2
= grad(z® + 2z +4) + grad(3z° +z + 1)

13.2 Nullstellen und Hornerschema

Bei der Betrachtung von Polynomen spielen Nullstellen eine wichtige Rolle . Von einigen
Polynomen sind die Nullstellen leicht zu ermitteln, von anderen nur sehr schwer mit evtl.
numerischen Verfahren.

Einfaches Beispiel: Das zu zy € R gehorige Polynom
s(zr) = z—x

besitzt genau eine Nullstelle, ndmlich xg.

Wie wir gleich sehen werden, kommt Polynomen dieser Art eine besondere Bedeutung
zu. Ein solches Polynom wird als der zu zy gehorige Linearfaktor bezeichnet.

Das Polynom s(z) ist ein normiertes Poly-

nom ersten Gerades, sein Schaubild ist eine

Gerade, die die x—Achse an der Stelle xg, der
s(x) =z — @ Nullstelle, schneidet.

Zo i

Es sei hier schon angemerkt, dass wir von den weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts das Nullpo-
lynom ausnehmen; bei dem Nullpolynom sind Nullstellen nicht besonders interessant!
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Bemerkenswert ist nun, dass man von einem Polynom p, (z) mit p,(zo) = 0 den Linear-
faktor z — xy als Faktor abspalten kann. Es gilt folgende faktorielle Zerlegung:

Sei p,(z) (#Nullpolynom) ein Polynom n—ten Grades, und sei o € R mit p,(z) = 0.
Dann gibt es ein Polynom ¢,,_1(z) vom Grad n — 1 mit

po(z) = (x —20) * gn1()
Beweis: Geht man von der behaupteten Gleichung aus, und teilt man ihre beiden Seiten

durch x — zg, so fiihrt das fiir g,,_1(x) auf den Ansatz

gur(z) = 2@

Zu zeigen ist nun, dass dieser Quotient ein (ganzes) Polynom, bzw. dass p,(z) ohne Rest
durch den Linearfaktor x — z teilbar ist. Dazu schreiben wir p,(x) wieder in der Form

pul(z) = Zaizvi
=0

und verwenden, dass z, eine Nullstelle von p,(x) ist:

n

0 = pu(zo) = Zamé

i=0
Damit ist dann

pa(z) =0 Pn(T) = pulmo)

gn—1($) = =
r — I r — 2o
n n
= . a;r — (IZ'I‘O
T — X9 — —
1=0 =0
n
1 . .
7 i
= (Yt )
0 \i=o
n . )
Tt — xy
= a/i
r — X
i=0 0

Nach dem Hilfssatz auf Seite 103 sind alle Quotienten :;__ ;7(;) (ganze) Polynome; sie
bleiben ganz, wenn man sie mit den a; multipliziert und aufaddiert. Damit ist dann auch,
wie behauptet, g, 1(z) ein (ganzes) Polynom ist. Es bleibt noch grad(g,_i(x)) = n—1

zu zeigen. Wendet man dazu auf

Pn(2) = (x = 20) - gn1(2)

die Gradformel an:
grad(p,(z)) = grad(z — o) + grad(g,-1(z))

= n :1
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so erkennt man sofort grad(g,—1(x)) =n — 1.

qed

Bevor man einen Weg sucht, das Polynom g,,_;(z) effektiv ausrechnen zu kénnen, bietet
sich eine kleine Verallgemeinerung an:

Sei p,(z) (#Nullpolynom) ein Polynom n—ten Grades mit n > 1; sei weiter o € R
beliebig. Dann gibt es ein Polynom g, _1(z) vom Grad n — 1 mit

Pu(r) = (2 —=0) - gn1(x) + p(zo) (5)

Hier wird nicht gefordert, dass xy eine Nullstelle von p,(x) ist. Man nimmt aber eine
Riickfiihrung auf diesen Fall vor, indem man setzt:

Pn(®) = pu(z) — Pu(20)

Dann ist zo Nullstelle des Polynoms p,(x) :

Do) = pn(To) — pnlz0) = 0

Nun kann man den vorherigen Satz anwenden: es gibt ein Polynom n — 1-ten Grades
Gn—1(x) mit

ﬁn(x) = pn<x) - pn(x[))

= (¢ —20) - gn-1(2)
Addiert man zu beiden Seiten der Gleichung p,(xo), so erhdlt man die behauptete Aus-
sage.

Gegeben seien dazu nun
pu(r) = Zaixi und x9 € R

Das Polynom g,,_1(x) und gleichzeitig auch der Wert p,(zo) sollen berechnet werden.
Alles, was man bis jetzt weif, ist grad(g,_1(z)) = n — 1, man kann daher

Gn-1(x) = Zbla:’

ansetzen. Dieses setzt man in die Gleichung 5 ein:

n

Zaixi = (x —x0) (be) + palz0)

=0
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Ausmultiplizieren auf der rechten Seite und geeignete Umformungen liefern

n n—1 n—1
Z CLZ'IZ = Z bil’H—l — Z biZIJol’Z + Pn (.To)
i=0 i=0 i=0
Indexverschiebung auf die andere
i —=i—1 Seite bringen

n n—1 n
= Z ai:vi + Z bﬂ?ol’i = Z bi_ll'i + pn(ﬂfo)
1=0 =0

=1

Fasst man noch die beiden Summenzeichen auf der linken Seite zusammen, so liefert das
die Gleichung

n—1 n
ant” + Y (ai+bwo)r’ = ) b’ + pa(wo) )
=0 =1

Dieses ist eine Gleichung zweier Polynome; zwei Polynome sind genau dann gleich, wenn
ihre entsprechenden Koeffizienten gleich sind. Wendet man das hier an, so fiihrt Glei-
chung 6 auf die Koeffizientengleichungen

b1 = a, die beiden hochsten Glieder
bi—l :ai—kbmo fﬁrizl,...,n—l
Pn(T0) = ag + boxo die beiden konstanten Glieder
Damit kann man nacheinander die Koeffizienten” b,_1, ..., by und schlieflich auch den

Wert p,(xo) berechnen. Die Berechnung folgt dabei dem Schema (dem sogenannten
Horner-Schema):

Qp Ap—1 Ap—2 ..o ap agp
Zo bn_lxo bn_gl’() c blfL’o bgl’o

+ ‘bnfl/( bnf2 ] bnfS /‘ bO /‘Pn(%)

Beispiel 1: Gegeben seien p;(z) = 227 +223+1 und 2y = —2, darauf das Horner-Schema,
angewandt:
2 0 0 0 2 0 0 1
—2 -4 8 —-16 32 —68 136 —272
+ ]2 -4 8 —-16 34 —68 136 —271

Damit haben wir das Polynom g,_1(x) aus Gleichung 5 berechnet:

2" + 223 + 1
= (v+2)-(22° — 42° + 82 — 162° + 342% — 68z + 136) — 271

"Wohl gemerkt: das Ziel, das Polynom g,, () zu berechnen, ist erreicht, wenn die Koeffizienten von
9gn—1(x) bestimmt worden sind.
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Insbesondere ist p;(—2) = —271.

Beispiel 2: Wir wollen das Horner-Schema auf
p(z) = z* — 42® — 52° 4 36z — 36 mit o =3

anwenden:
1 —4 -5 36 —36
3 3 -3 —-24 36
+]1 -1 -8 12 0

also insbesondere p(zy) = 0 und genauer:

p(xr) = z*—42° —52°+ 36z — 36
(x—3)-(z° —2* — 82+ 12) (7)

-~

91(x)
Wir wenden das Verfahren nochmal an, diesmal auf ¢;(z) = 2% — 2? — 8z + 12 mit zy = 2:

1 -1 -8 12
2 2 2 -12
+]1 1 -6 0

also g1(2) = 0 und
giz) = (z—2)-(z*+z—6)
bzw. g1 (x) in Gleichung 7 eingesetzt:
plz) = (z-3)(z~-2) (2’ +2—6) (8)
(z)
g2\

Eine weitere Anwendung auf go(z) = 22 +  — 6 mit nochmal z, = 2 liefert

1 1 —6
2 2 6 also  go(z) = (. —2) - (z+3)
+]1 3 0

und dieses in Gleichung 8 eingesetzt

p(x) = (z=3)(x—-2)(z—-2)-(z+3)

93()

Der letzte Faktor gs(x) = = + 3 = x — (—3) ist selbst ein Linearfaktor, ndmlich der
mit Nullstelle —3. Eine nochmalige® Anwendung des Verfahrens auf gs(x) mit zo = —3
lieferte die triviale Zerlegung

gs(x) = (z+3)-1
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Der letzte Faktor g4(x) = 1 hat als konstante Funktion # 0 natiirlich keine Nullstellen.

In der gewonnenen Zerlegung

p(z) = z*—42% —52% + 36z — 36
= (x—=3)(x—2)(z —2)(z+3)
= (z—3)(z+3)(z—2)*

erscheint der Linearfaktor z — 2 mit Exponentem 2, er war zweimal als Teiler in p(x)
enthalten. Man nennt daher o = 2 eine doppelte - oder zweifache Nullstelle von
p(z); allgemein:

Sei p,(z) ein Polynom vom Grade n, n > 0 und xy € R. xy heifst k—fache Nullstelle
oder Nullstelle der Ordnung (Vielfachheit) & von p(x), falls es ein Polynom g¢(z) mit
g(xo) # 0 gibt, so dass gilt

plr) = (z—w0)" g(x)

Die Forderung g(xy) # 0 soll sicherstellen, dass x nicht sogar eine (k+1)-fache Nullstelle
von p,(x) ist.

Wegen seiner gut rechnerischen Eigenschaften lohnt es sich sogar, das Horner-Schema
auch dann einzusetzen, wenn man nur an dem Funktionswert p, (o) interessiert ist. Die
dazu im Hornerschema notwendigen Rechenschritte kann man sich auch folgendermafsen
veranschaulichen:

1 —2 -3
Pn(To) = anZl 4 an_1xy + Qpoxy "+ Qp_3ry  + ...+ a2 + ag
1 —2 -3
= (@nxo+ ap_1)xy  + Aoy =+ Qp_3ry "+ ...+ a170 + ag
) -3
= ((anxo+ an-1)To + an-2) 2y~ + an_sxry ° + ...+ a1z + ag

= (((anTo + Qp_1)T0 + Qp_2) To + @n_3) T[>+ ...+ a12 + ag

= ( .. (((anl’o + Clnfl)IO + an,2> Zo + CLn73> Zo + ...+ al) Zo + ag

Von innen nach aufen gesehen entsprechen die Klammerwerte genau den Zwischenergeb-
nissen im Horner-Schema. Im Vergleich zum ersten (normalen) Polynomausdruck sind
im geklammerten Ausdruck, welcher dem Horner-Schema entspricht, weit weniger Mul-
tiplikationen notwendig.
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13.3 Anzahl von Nullstellen

Wir wollen erkennen, dass ein Polynom nur eine beschrinkte Anzahl von Nullstellen
besitzen kann, und wir wollen daraus eine wichtige Folgerung ziehen.

Wir kommen dazu noch einmal auf die Beispiele (siche Seite 108) mit dem Polynom
p(z) = 2*—42° — 527 + 362 — 36

zuriick. Nacheinander wurden die folgenden Abspaltungen von Linearfaktoren vorgenom-
men:

p(r) = (. —3) - gi(z) mit (x):a: — 22— 8z — 12
p(x) = (= 3)(x — 2) - ga() mit 2(96) = 72 + xr—06

p(x) = (x = 3)(x — 2)? - g3(x) mit  g3(x) =x +

p(z) = (v = 3)(z — 2)° (x +3) - ga(z) mit ga(x) =1

Bei jedem Schritt sinkt der Grad des verbleibenden Faktors g;(z) um 1. Wenn so der Grad
0 erreicht wird, ist der verbleibende Faktor ein konstantes Polynom (# Nullpolynom),
von dem ein weiterer Linearfaktor nicht mehr abgespalten werden kann. Es sind daher
nur 4 = grad(p(x)) Abspaltungen moglich.

Ein solcher Sachverhalt trifft auch bei einem beliebigen Polynom zu: Hat das Polynom
p(z) den Grad n, so kann von ihm hochstens n Mal ein Linearfaktor abgespalten werden;
nach n Abspaltungen hat der letzte verbleibende Faktor den Grad 0 und ist somit kon-
stant. In einem Polynom vom Grade n sind daher héchstens n Linarfaktoren als Teiler
enthalten.

Da zu jeder Nullstelle mindestens ein Linearfaktor gehort?, folgt daraus: Das Polynom
p(z) vom Grade n hat hochstens n Nullstellen.

Beriicksichtigt man jetzt auch noch die Vielfachheit der Nullstellen und beachtet man,
dass zu einer Nullstelle der Vielfachheit k£ ein genau k& Mal als Teiler vorkommender
Linearfaktor gehort, so ist man auf einen der wichtigsten Sitze der Mathematik gestofien:

Satz: Sei p(z) ein Polynom, das nicht gleich dem Nullpolynom ist. Ist n = grad(p(z)), so
hat p(x) hochstens n Nullstellen; dabei wird jede Nullstelle mit ihrer Vielfachheit gez&hlt.
In unserem Beispiel mit

ot —42® — 52% + 360 — 36 = (v —3)(x+3)(z —2)

sind mit Vielfachheit 1 die Nullstellen +3 und —3 sowie mit Vielfachheit 2 die Nullstelle
+2 vorhanden. Die Vielfachheiten zusammen ergeben

4 = grad(z* — 42 — 52* + 362 — 36)

Yaufgrund des Satzes auf Seite 105
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Dieser Satz hat bedeutsame Konsequenzen, u. a.:
Satz: Sind p(z) und ¢(z) zwei Polynome mit
grad(p(z)) < n  und  grad(q(z)) < n
und gibt es n + 1 verschiedene Zahlen x4, ..., x,:1 € R mit
p(z;) = q(x;) fiir i=1,...,n+1

so folgt p(z) = q(x)°

Beweis: Man betrachte das Differenzpolynom

hz) = p(z) —q(z)

Offensichtlich ist grad(h(z)) < n. (Hohere Potenzen als in p(x) und ¢(z) kénnen in h(zx)
nicht vorkommen.) Wire nun A(z) nicht das Nullpolynom, so hétte h(z) aufgrund des

vorherigen Satzes hochstens n verschiedene Nullstellen.
h(x) besitzt jedoch n + 1 verschiedene Nullstellen:
hz;) = p(x;) —q(z;)) = 0 fiir i=1,...,n+1
= h(z) kann nur das Nullpolynom sein.
hz) = ple)—qlx) =0 = pl) = q(z)

Y

qged

Dieser Satz besagt etwa:

e Ein Polynom p(z) mit grad(p(z)) < n ist durch n + 1 Werte
p(z1),p(x2), - P(Tns1)
eindeutig bestimmt.
e Ein (lineares) Polynom p(z) = ax + b ist durch zwei Werte eindeutig bestimmt.
e Ein quadratisches Polynom
p(z) = az®+bx+c
ist durch drei Werte p(x;), p(z2), p(z3) festgelegt.

Es ldsst sich allerdings sehr wohl ein Polynom dritten Grades ¢(x) mit

qg(r) # ple)
und ¢(x;) = p(x;) fir i=1,2,3

finden, nidmlich etwa

g(z) = pla) + (& — z1) (2 — 22) (2 — 23)

10D, h.: p(z) und ¢(x) haben dieselben Koeffizienten.
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13.4 Hinweise zum Fundamentalsatz der Algebra

Zwei schwieriger zu behandelnde Fragen sind die folgenden:

1. Hat ein Polynom n-ten Gerades mit Vielfachheit genau n Nullstellen?

2. Wie kann man die Nullstellen eines Polynoms finden?

Zu Frage 1.: Die Antwort ist leider ,nein“. Beispiel: Das (beriichtigte) Polynom
p(r) = 22 +1

hat keine Nullstellen, obwohl sein Grad 2 betrégt; es ist immer p(z) > 1. Dieser Sach-
verhalt verleitete zur Einfilhrung der komplexen Zahlen (siche spiter). Alles, was man
fiir (reelle) Polynome in diesem Zusammenhang weif, ist der folgende

Satz: (Fundamentalsatz der Algebra, reelle Schreibweise) Sei p(z) ein Polynom n-ten
Grades. Dann gibt es

x1,%,...,o; € R und Polynome gi(z),...,gr(x)

mit grad(g;(z)) = 2 und g;(x) ohne Nullstelle fiir i = 1,... k, so dass

p(z) = (x =) (z = @) - g1(2)g2() - - - gi()-

ist.

Der Beweis dieses Satzes ist umfangreich und schwierig, er soll hier nicht gebracht wer-
den. Auf die Aussage des Satzes werden wir jedoch spéter im Zusammenhang mit der
Partialbruchzerlegung und Integration gebrochen rationaler Funktionen zuriickkommen.

Zu Frage 2.: Auch hier ist die Antwort nicht sehr befriedigend:

Fiir die Nullstellen der Polynome ersten und zweiten Grades gibt es einfache Formeln;
bei Polynomen dritten und vierten Grades existieren noch Formeln, die jedoch sehr kom-
plizert sind (siehe Formelsammlungen) und selten verwendet werden. Fiir allgemeine
Polynome fiinften oder hoheren Grades gibt es jedoch — wie man beweisen kann — keine
Formeln zur Berechnung ihrer Nullstellen. Man ist hier auf numerische Losungsverfah-
ren'! angewiesen.

U Numerische Losungsverfahren verwendet man iiblicherweise auch bei Gleichungen dritten und vierten
Grades.
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14 Gebrochen rationale Funktionen

14.1 Definition und Grundbegriffe

Seien p,, und g, zwei Polynome mit den Graden n = grad(p,) und m = grad(g,,). Dann
heifst die Funktion

eine gebrochen rationale Funktion. Ist der Grad des Ziahlers kleiner als der Grad des
Nenners (n < m), so heikt f echt gebrochen, andernfalls (n > m) unecht gebrochen.

Eine gebrochen rationale Funktion ist genau an den Stellen definiert, an denen der Nenner
von Null verschieden ist:

Dmax = {z |z € R, ¢n(z) #0}.

Bemerkungen: Sei f(z) = Pu(r) eine gebrochen rationale Funktion.

Qm<x)

1. xy € R ist (k-fache) Nullstelle der gebrochen rationalen Funktion f(z) = &<
wenn zo (k-fache) Nullstelle von p,, und dabei ¢,,(z¢) # 0 ist.

2. p € R heift (k-fache) Polstelle von f, falls p,(z¢) # 0 und z eine (k-fache)
Nullstelle des Nenners ¢, ist.

3. o € R heift Liicke oder Unbestimmtheitstelle von f, falls p,(zo) = ¢m(xg) = 0

ist.
Beispiel :
z—1
fz) = T+ 2

f ist eine unecht gebrochen rationale Funktion mit py(z) =2 — 1, ¢1(x) =z + 2
Definitionsbereich: D = R\{—2}

Nullstelle: x = 1, Polstelle: z = —2

Zerlegung in Polynom (Asymptote) und Polstellenanteil:

x—l_:p—|—2—3_1_ 3
r+2 - x+2 T+ 2

Asymtote: f(z) — 1, falls © — o0

Funktionsgraph:
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14.2 Zerlegung mit Polynomdivision
Jede unecht gebrochen rationale Funktion f(z) = 5”—((?) mit n > m besitzt eine Darstel-

lung der Form
re()
G ()

f(x) = spom(®) +

mit einem Polynom s,,_,,(z) vom Grade n — m und einer echt gebrochen rationalen
Funktion ;L(i)) vom Grade k, d. h. mit grad(ry) < grad(gm), d. h. & < m. Jede unecht

gebrochen rationale Funktion last sich also additiv aufteilen in ein Polynom und eine
echt gebrochen rationale Funktion. Das Polynom fungiert als Asymptote der gebrochen
rationalen Funktion f und diktiert das Verhalten der Funktion im Unendlichen. Echt
gebrochen rationale Funktionen gehen fiir x — 400 gegen Null.

Diese Darstellung folgt direkt aus der bereits oben angesprochenen Polynomdivision
mit Rest. Sind nédmlich zwei Polynome p,,(x) und ¢,,(z) gegeben, wobei ¢, () nicht das
Nullpolynom ist, so gibt es dazu zwei Polynome r,_,,(z) vom Grade n — m und si(x)
vom Grade k mit

grad(r) < grad(q.)

und  p,(x) = Sp_m()gm(z) + ()  fir allez € R
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Teilt man beide Seiten der letzten Gleichung durch g,,(x), so erhélt man

G () G ()
_ Sn—m(x)Qm(x)

flx) = Pu(®) _ Sn—m(@)gm(7) + ri(z)

r(x)
anl@) ()
()

Qm(x

= Sp_m(x) +

~—

Der zweite Summand ist dabei wegen k& < m eine echt gebrochen rationale Funktion.

Beispiel 1:

ZE2

fx) = G pa(x) = 2%, @a(x) = (z + 1)

f ist eine unecht gebrochen rationale Funktion mit grad(ps) = grad(gz) = 2
Definitionsbereich: D = R\{—1}

Nullstellen: x; = 0 : 2-fache Nullstelle, Polstellen: x = —1 : 2-fache Polstelle

—2r—1

Polynomdivision: (
2 +2r+1

2?): (22422 +1) =1+
—z2—2x—1

—2x—1

so(z) =1, rm(x) = -2z -1
Asymtote: so(z) =1, d. h. f(z) — 1, falls + — +o0

Funktionsgraph:

f(x)=x?/ (x + 1)
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Beispiel 2:

3_
f(z) = :c4x 87 p3(z) =23 — 8, qi(z) = 4z

f ist eine unecht gebrochen rationale Funktion mit grad(ps) = 3, grad(q;) =1
Definitionsbereich: D = R\{0}

Nullstellen: z° — 8 = 0, d.h. 2® = 8, also z = /8 = 2 : 1-fache Nullstelle
Polstellen: x = 0 : 2-fache Polstelle

%fx2 — 2183, so(x) = 42?, ro(z) = -8

Polynomdivision: f(z) =
Asymtote: so(x) = 0.25 2, insbesondere: f(z) — +oo, falls x — +o0

Funktionsgraph:

14.3 Partialbruchzerlegung

Die Behandlung unecht gebrochen rationaler Funktionen kann auf Grund der Polynom-
division auf die Betrachtung von Polynomen und und der Behandlung echt gebrochen
rationaler Funktionen zuriickgefiihrt werden. Eine weitere fiir spitere Zwecke sehr sinn-
volle Zerlegung ist die einer gréferen echt gebrochen rationalen Funktion in kleinere echt
gebrochen rationale Einheiten. Das Mittel dazu ist die sogenannte Partialbruchzerle-
gung, die im Folgenden fiir den Fall untersucht wird, dass das Nennerpolynom(V())llsténdig
_ Pn\T

= ., n<m
Qm(x>

in Linearfaktoren mit verschiedenen Nullstellen zerfallt. Sei dazu f(x)
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eine echt gebrochen rationale Funktion mit

() = (x —21)(x —22)(x —23) - ... - (T — Tpp)

mit x; # x; fiir ¢ # j. Ein eventuell vorhandener Koeffizient a,, # 1 ldsst sich ausklam-
mern und zum Zéhler schlagen.

Die Partialbruchzerlegung besagt nun, dass Zahlen Ay, As, ..., A,, derart existieren, dass
gilt:
(T A A A,
f(x)zp()z . 2 4+
Qm($> r—2x1 T — 22 T — T,
Die Zahlen Aq, ..., A,, konnen dadurch berechnet werden, dass die rechte Seite mit den

Unbekannten gleichnamig gemacht und die beiden Zahler links und rechts gleichgesetzt
werden. Hieraus ergeben sich Koeffizientengleichungen, die zu l6sen sind.

Beispiel 1: f(z) = 2 gx —3 (x — 3jr($ + 1)

3 und -1 sind die Nullstellen des Nenners und man macht den Ansatz:

x Ay Ay

(r—=3)(x+1) x—3+x+1

Gleichnamig gestalten durch Multiplikation mit dem Nenner ergibt

Koeffizientenvergleich fiihrt zu dem Gleichungssystem in dem Fall aus zwei Gleichungen
fiir zwei Unbekannte A; und As:

Al + A =1
A1—3A2:0

Subtraktion der Gleichungen liefert —4A4, = —1, d.h. Ay = le und damit 4; =1 _éll = %,
also gilt fiir alle z € R:

x 1 1 1

3
flz) = @—3@+1) 4@—3) d@+D)

Eine manchmal schnellere Berechnungsmaglichkeit fiir die Werte A; und Aj ergibt sich
dadurch, dass in Gleichung (7) als besondere x-Werte die Polstellen eingesetzt werden
(Polstellenmethode). Dadurch ergeben sich die beiden Ldsungen sogleich:

z=+43: — 3= 4A1 —>A1:

z=—1: —)—1:—4142 —)A2:

= =] W
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Beispiel 2: f(z)= £+10 2 _1_

15 Wurzelfunktionen

Wurzelfunktionen sind - wie oben schon angedeutet- Umkehrfunktionen der Potenzfunk-
tion z" mit natiirlichem Exponenten n

f:D=R, y=f(z) =z

Wurzelfunktionen kommen héufig "kombiniert"mit anderen Funktionen vor. Im Defini-
tionsbereich muss natiirlich beriicksichtigt sein, dass der Radikand, also der Term unter
der Wurzel, stets nicht negativ ist, auker wenn eine ungerade Wurzel

gezogen wird(z.B. v/—8 = —2).
Beispiele:

l.n=2 D=R2 y=x
n=3 D=Ry=Jzx

2. Wurzelfunktionen spielen bei der schon bekannten Kreisgleichung eine Rolle, wenn
diese nach dem Funktionswert y aufgelost wird, beispielsweise der Kreis um (0,0)
mit Radius 3: 22 + y? = 9. Die Auflésung nach y fiihrt zu zwei Funktionen
1~y:f1($): V9 — a2, Dflz[_373]7 Wf1:[073]

2.y = fa(z) = —v9 — 22, Dy, = [—3,3], Wy, = [—3,0]

welche die obere und untere Kreishilfte beschreiben.

118 Fanfter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

fx)=(9 - X1/ 2)

(=9 - x)(112) ,

16 Trigonometrische Funktionen

16.1 Beschreibung des Winkels durch Grad- und Bogenmaf’

Fiir geometrische Untersuchungen bendétigt man Langenangaben und Winkelangaben.
Langen sind einfache reelle Zahlen, die als Ergebnisse von Lingenmessungen resultie-
ren. Bei der Winkelmessung ist die Sache etwas komplizierter. Wir sind gewohnt, die
Winkel in Gradmaf (°) anzugeben, wobei ein Vollkreis 360° entspricht. Das Vorzeichen
beschreibt dabei die Drehrichtung. Positive Winkel markieren eine Drehbewegung gegen
den Uhrzeigersinn, negative mit dem Uhrzeigersinn.

Eine weitere und auch sehr gebrduchliche Moglichkeit ist die Beschreibung des Winkels
durch Langenangabe des Kreisbogens mit dem Radius 1, der dem Winkel gegeniiber liegt.
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Bekanntlich hat ein Vollkreis von 360° mit Radius 1 einen Umfang von 27. Demzufolge
besitzt der dem Winkel o gegeniiberliegende Bogen die Lange

B 2 o _180O
Y7300 T 1800 YT o

X

Man sagt: x ist der Winkel im Bogenmafi. Einige wichtige Umrechnungswerte sind in der
folgenden Tabelle angegeben

a || 0]90° | 180° | 270° | 360° | 720° | —45°
effof g1 = [ 5 [2n [ 4n [ -]

16.2 Winkelfunktionen im Dreieck

Gegenkathete

T

Ankathete

Nach dem Strahlensatz gibt es eine eindeutige Zuordnung zwischen dem Winkel ¢ und
dem Verhéltnis zweier Seitenldngen, z.B. Gegenkathete/Hypotenuse. Dies fithrt zur De-
finition der Winkelfunktionen Sinus, Cosinus, Tangens und Kotangens.

. _ Gegenkathete _ _Ankathete
sin(p) = Hypotenuse ’ cos(¢) = Hypotenuse

_ Gegenkathete ___Ankathete
tan(p) = ~ Ankathete - cot(y) = Gegenkathete

Da die Katheten immer kleiner gleich der Hypotenuse sind, liegen die Sinus- und Cosinus-
werte alle zwischen -1 und 1. Ubliche Taschenrechner haben die Werte der Winkelfunk-
tionen in beide Richtungen implementiert, so dass man vom gegebenen Seitenverhiltnis
auf die Winkel und vom Winkel auf die Seitenverhiltnisse schliefsen kann.

Beispiele zur Dreiecksberechnung:

1. Im Dreieck mit den Seiten a = 3, b =4, ¢ =5 gilt fiir den Winkel 5 (dem Winkel
der Seite b gegeniiber):

, 4 .4 . o
sin 8 = = £ = arcsin E = arcsin 0.8 = 53,13
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2. Gelte fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit iiblicher Notation ¢ = 4 und a = 30°.
Man berechne die restlichen Grofen.

Fiir die Winkel gilt 8 = 90° — 30° = 60°, v = 90°
Fiir die Seiten findet man
4

p— p— 8
cosff  cos60°

b=atanf = 4tan60° = 6.93 ¢ =

Hinweis: tan und cot besitzen Polstellen und eine veranderte Periode!

16.3 Definition am Einheitskreis und wichtige Eigenschaften

_ Gegenkathete
~ Hypotenuse

sin:R~[-1,1]

sin(x)

Ankathete
Hypotenuse
cos:R—[-1,1]

cos(x)=

Da die Hypotenuse die Lange 1 besitzt, entspricht der Sinuswert genau der Ordinate des
Punktes auf dem Einheitskreis und der Kosinuswert der Abszisse des Punktes. In Abhén-
gigkeit vom Winkel o (Gradma) bzw. z (Bogenmaf) dndern sich diese Werte zwischen
-1 und 1. Im Folgenden werden einige wesentliche Eigenschaften der trigonometrischen
Funktionen sin und cos aufgelistet, die sich zum Teil direkt am Kreis ablesen lassen.

1. Wertetabelle:

x 05| m 37” 2m
sin(zx) [0 1] 0 |—=1|0
cos(z) |10 |—=1] 0 | 1

2. Formel nach Pythagoras: sin(z) + cos?(z) = 1

3. Periode: 27, d.h. sin(x 4 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(z)

Verdandert man den Winkel um 7, so wechselt das Vorzeichen:
sin(z + 7) = —sin(z), cos(x + w) = — cos(x)
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4. Maxima vom sin: 2 = 5 + 2km, k € Z
Maxima vom cos: z, = 2km, k € Z

5. Minima vom sin: xj = 37” +2km, k€7
Minima vom cos: x, = 7 + 2km, k € Z

6. Nullstellen vom sin: x;, = kmw, k € Z
Nullstellen vom cos: x, = 5 + kmw, k€ Z

7. Léasst man den Punkt auf dem Einheitskreis gegen und mit der Uhrzeigerrichtung

laufen, so erkennt man folgende wichtige Symmetrien.

Die sin-Funktion ist ungerade, d.h. es gilt: sin(—x) = — sin(x)
Die cos-Funktion ist gerade, d.h. es gilt: cos(—x) = cos(z)

8. Beschranktheit
Es gilt fiir alle z € R:
—1 <sin(z),cos(z) <1

9. Der Sinus folgt dem Cosinus hinterher und bzw. oder anders herum; es gelten die

Umrechnungen:
. ™ _ T
sin(x) = cos(z — 5), cos(x) = sin(x + 5)
10. Skizze:
1 —_—
7~ o - i
\sm(x)
N
\
: \ -
T2, " 3TN 7om
o \ R /
~ %
1 cos(x) ~ /
- _
e ~ -

Beim Lésen trigonometrischer Gleichungen bendtigt man bereits die Umkehrfunk-
tionen (s.spiter) und muss die Periodizitéit beachten.

Beispiel 1 Man lose die Gleichung

sin(2x +4) =0

Fiir die Nullstellen der Sinusfunktion gilt: 2x + 4 = nm mit n € Z. Aufgelost nach x
erhélt man also die unendlich vielen Losungen x,, = nj — 2 mit n € Z.
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Beispiel 2 Man suche reelle Lésungen der Gleichung

sin(x) = 1

V2

Dem Kurvenverlauf des Sinus entnehmen wir, dass es zwei Losungen im Intervall [0, 27)
gibt, ndmlich x = arcsin(\%) =Zundz=m—T=>3n

Beide Losungen sind periodisch fortzusetzen, sodass sich folgende Lésungen fiir ganz R
ergeben:

Tip = § + 2km und xy, = %ﬂ'—l—2]€ﬂ' fir k£ € Z.

Ausgangspunkt fiir viele weitere Formeln und Zusammenhinge sind die sogenannten
Additionstheoreme fiir sin und cos.
Fiir alle z,y € R gilt:

sin(x +y) = sinz-cosy—+ cosz-siny
cos(r+y) = cosz-cosy—sinz-siny

Diese Formeln ergeben sich durch geschickte Anwendungen der Strahlensitze, auf die
Beweise sollen hier verzichtet werden. Spiter, wenn ein weiterer Zugang zu den trigono-
metrischen Funktionen er6ffnet wird, ergeben sie sich aus Regeln zur Potenzrechnung.
Mit = y ergeben sich die Verdopplungsformeln

sin(2z) = 2sinzcosy

cos(2z) = cos’x —sin’w

Weitere Zusammenhinge findet man auf den Ubungsblittern und in bekannten For-
melsammlungen.

16.4 Harmonische Schwingungen
Die Funktionen sin und cos dienen insbesondere zur Beschreibung periodischer physika-
lischer Vorgédnge. Im einfahsten Fall sind diese Verzerrungen einer Sinus- oder Cosinus-
funktion und besitzen dann die Darstellung

y(x) = asin(bx + ¢)
oder in eher physikalischer Notation

y(z) = Asin(wt + @)

Solche Funktionen bzw. Vorgénge heifen harmonische Schwingungen.
Dabei bezeichnen:
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a, A: Amplitude

b, w: Kreisfrequenz, o W Frequenz
™

¢, p: Phase

Sie bedeuten folgendes:

a) Amplitude
Die Amplitude a bzw. A bewirkt eine Streckung bzw. Stauchung in y-Richtung

b) Kreisfrequenz
Die Kreisfrequenz b bzw. w bewirkt eine Streckung bzw. Stauchung in z-Richtung.
Hierdurch verdndert sich die Periode:

y = sinx — Periode 27
. . 7-[-
y = sinbx — Periode 5

denn:

2
sin(b(x + %)) = sin(bz + 27) = sin bx

¢) Phase
Die Phase bewirkt eine Verschiebung der gesamten Kurve in x-Richtung.

¢ > 0 — Verschiebung nach links

¢ < 0 — Verschiebung nach rechts
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Rein harmonische Schwingungen kommen in Anwendungen nur sehr selten vor, oft jedoch
kénnen periodische Signale als Uberlagerung (Superposition) harmonischer Schwingung
modelliert werden. Derartige Beschreibung macht man in der Fourieranalyse. Einen Ein-
druck einer Uberlagerung dreier harmonischer Schwingungen gibt das folgende Bild. Es
beschreibt die Funktion

f(z) =2sin(x 4+ 1) — %Cos(élx —2)+ % sin(50x)

y

25sin(x + 1) - 1/2 cos(4 x - 2) + 1/ 10in(50 x)

16.5 Tangens- und Kotangensfunktion

Aus den Sinus- und Cosinusfunktionen werden zwei weitere Funktionen, die Tangens-
funktion und die Kotangensfunktion abgeleitet.

1. Tangensfunktion

tan : R\ {7 + km|k € Z} = R

sin
tanz = (
cos x

Gegenkathete

oo im rechtwinkligen Dreieck)

2. Kotangensfunktion
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cot : R\ {kn|k € Z} - R

cosx Ankathete : ; ;
cotx = — (Fomoasie— im rechtwinkligen Dreieck)
sinx egenkathete

Es folgen einige Eigenschaften, die sich groftenteils aus den Eigenschaften der Sinus- und
Cosinusfunktion ableiten lassen.

a) Symmetrie: tan und cot sind ungerade Funktionen.

sin(—x) sin

tan(—z) = =— = —tanz
cos(—x) COS T
cos(—x) CoS

cot(—z) = = ———— = —CoSx
sin(—x) sin x

b) Polstellen:

T
tan:x:§+k7r, keZ
cot:x =km

¢) Periode: Anders als sin und cos besitzen sie die Periode 7.

sin(z +7) —sinzx

tan(x + ) = = = tanx
cos(x+m) —cosx

cot(x +m) =...=cotx

d) Additionstheorem: s. Ubungsaufgaben

tanz; + tan xs

1+ tanz; tan oo

tan(xl +CL’2) =...=

cotrjcotay — 1

cot(zy +x9) = ... = cot xq cot x

e) Graph:
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16.6 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen sind insbesondere als periodische Funktionen, die sich
ja dadurch auszeichnen, dass sich Funktionswerte wiederholen, zunéchst nicht umkehrbar.
Man erreicht Umkehrbarkeit dadurch, dass man sich auf ein moglichst groftes Hauptin-
tervall beschrankt, in dem alle Funktionswerte genau einmal vorkommen. Die sich dann
ergebenden Umkehrfunktionen heifen auch Arkusfunktionen (Arkus: Bogen). Sie ge-
ben als Funktonswerte den Winkel bzw. Bogenwert zuriick.

sin : [—g, g] — [-1,1], y =sin(z) = arcsin: [-1,1] — [—g, g], y = arcsin(z)

cos: [0,7] = [-1,1], y=cos(x) = arccos:[—1,1] = [0,7], y = arccos(z)
T T

tan : (—5, 5) — R, y=tan(z) = arctan:R — (—5, 5), = arctan(x)

cot : (0,7) > R, y=cot(x) = arccot : R — (0,7), y = arccot(x)

Ihr Funktionsgraphen ergeben sich als Spiegelung der beschrinkten trigonometrischen
Funktionen an der Winkelhalbierenden.

¥ Show/Hide sin(x) ,
¥ Show/Hide arcsin(x) ’ !
, . ’

Aufgrund der Umkehrfunktionalitit gilt fiir alle vier Funktionen f o f~'(x) = z und
f~to f(x) = z, d.h. zum Beispiel fiir sin und cos bei passenden z-Werten:
sin(arcsin(z)) = = und arcsin(sin(z)) = =

cos(arccos(x)) = x und arccos(cos(z)) = x

Auch fiir die Arkusfunktionen gelten etliche Formeln, so findet man etwa fiir die Verket-
tung von Winkelfunktion und Arkusfunktion:

sin(arccos(z)) = 1/1 — cos?(arccos(z)) = V1 — 22
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fiir x € [~1,1]. Die Umrechnung vom sin in cos gelingt mir der Formel sin?(z) = 1 —
cos?(x). Die positive Wurzel ist deshalb zu nehmen, weil der sin im Wertebereich [0, 7]
des arccos positiv ist. Analog gilt

cos(arcsin(x)) = \/1 — sin?(arcsin(7)) = V1 — 22
fir x € [-1,1].

Die Arcus-Funktonen werden immer dort verwendet, wo die Argumente (Winkel) gege-
bener trigonometrischer Werte gesucht werden. Ein Taschenrechner zeigt lediglich den
Winkel aus dem Hauptintervall an. Sind jedoch alle Lésungen anzugeben, so ist die Pe-
riodizitdt zu beachten.

Beispiele:

a) 3sinz = v3cosz, z =?

si 3 1
3 =T V3, dh. tanz = £: —

cos T 3 V3

Diese Gleichung besitzt unendlich viele Lésungen.

Im Intervall (-7, %) existiert genau eine Lésung, ndmlich:

1 v
r = arctan — = —

/36

Die Losungsmenge lautet:

L:{%+k7r|keZ}
s 3
L={3+2n, k€Z}V{Ir+2%kn, kez}

17 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Als allgemeine Exponentialfunktion mit der Basis a € R, a > 0,a # 1, bezeichnet
man die Funktionen f : R — R vom Typ:

y=a".

Exponentialfunktionen sind sehr wichtige Funktionen, die immer dann ins Spiel kommen,
wenn es um die Beschreibung von Wachstums- oder Zerfallsprozessen geht, in denen
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der Zuwachs oder die Abnahme einer Grofe proportional zum aktuellen Funktionswert
steht. Eine Erhohung des x-Wertes um 1 fiihrt beispielsweise zu einer Verdnderung des
Funktionswertes von:

Ay=a""—a"=da"-a—a*"=a"(a—1)=(a—1)-y~y

Ist der Proportionalititsfaktor a — 1 grofer als 0, d.h. a > 1, so findet Wachstum statt,
fiir a — 1 <0, d.h. a < 1, Zerfall.

Es wird sich zeigen, dass die Exponentialfunktion zur Basis der Eulerschen Zahl e =
2,71828... , also

fx) = e”
von besonderer Bedeutung ist. Sie heift natiirliche Exponentialfunktion. Jede andere

Exponentialfunktion kann mit Hilfe von Logarithmen auf die natiirlichen Exponential-
funktion umgeschrieben werden

x In(a®) __ _zlna

Dem Graphenverlauf konnen wir einige Eigenschaften der Exponentialfunktionen ablesen

1. Definitionsbereich D = R, Wertebereich W = R>Y

2. Fiir a > 1 ist sie monoton steigend, fiir a < 1 monoton fallend.
3. Alle Exponentialfunktionen sind Linkskurven.

4. Gemeinsamer Kurvenpunkt ist (0,1).

5. Fiir a > 1 gilt: a® — oo, falls © — oo und a® — 0, falls z — —o0.
Fiir a < 1 gilt: a® — 0, falls © — oo und a* — oo, falls x — —o0.

6. Speziell fiir die e-Funktion gilt die Abschétzung: e* > x + 1 fiir alle x € R
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Die breite Verwendungsméglichkeit der Exponentialfunktionen deuten die folgenden Bei-
spiele an.

Beispiele

1. Kapitalverzinsung
Ein Anfangskapital K, welches zu einem festen Zinssatz von p% fiir n Jahre angelegt
wird, vermehrt sich geméf der Zinseszinsformel

K,=K-(1+p)"

Die Exponentialfunktion spiegelt also den Zinseszinseffekt wieder. Hatte man bei-
spielsweise im Jahre Null an Christi Geburt auf ein Sparbuch 1 Cent bei einem
Zinssatz von nur 3% angelegt, so wire dieser Cent bis heute, n = 2012, auf ein
Kapital von

3
Koyp = 1 Cent (1 L m)2012 _ 17032012 Cent

~ 6,73-10%Cent = 6,73-10% Euro = 6,73 - 10"*Milliarden Euro
angewachsen.

2. Aufladung eines Kondensators
Fiir die Aufladung eines Kondensators mit der Kapazitiat C' geméf der elektrischen
Schaltung

U¢| : wJ—
o ==

mit einem elektrischen Widerstand R gilt die Formel

u(t) = up(1 — e7C)

0.84

0.64

0.44

0.24

Die Kondensatorspannung nahert sich somit asymptotisch der Ausgangsspannung.
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3. Wachstumsprozess (Populationsmodell)
Es leben zur Zeit etwa 6,9 - 10° Menschen auf der Erde. Wir nehmen an, dass sich
die Bevolkerung gemifs der exponentiellen Wachstumsformel

N(t) = Noept, NO = N(O)

vermehrt. Dabei ist ¢ die Zeit, p = 1,17% der Wachstumskoeffizient und N(t) die
Anzahl der Menschen zur Zeit ¢.

Frage: Wann wird sich diese Zahl verdoppelt haben?

Die Verdopplungsforderung fiihrt zu der Gleichung:
2N0 = Noept = N0€07017t

Daraus folgt:
In(2)
2= ¢ = 2 = 40,77
o tT oo

In ca. 41 Jahren leben dann etwa doppelt soviel, also 13,8 Milliarden Menschen
auf der Erde. Man beachte, dass die Ausgangszahl Ny in die Berechnung nicht
eingeht, sich die Menschen danach alle 41 Jahre verdoppeln.

Die Umkehrfunktionen zu den Exponentialfunktion zur Basis a heift Logarithmus-
funktion zur Basis a

log, : R - R, y=f(z) =log,(z), a>0, a#1
Es gilt also
y =log,(x) &z =ad’

Am gebrauchlichsten sind die Logarithmen fiir Basis a > 1, auf die wir uns beschrédnken.
Die Logarithmusfunktion zur Basis e heifft natiirliche Logarithmusfunktion.

Das Schaubild der Logarithmusfunktion entsteht aus dem der Exponentialfunktion durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Die Abbildung zeigt einige Verldufe wichtiger
Logarithmen.
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- 10g.4(x)

4 3 2 K /o i 2 3 3 5

Es ergeben sich einige Figenschaften der Logarithmusfunktionen:

1. Definitionsbereich: D = R>?, Wertebereich: W = R

2. Gemeinsamer Punkt (1,0), log, 1 =0, a° =1

o

. Alle Logarithmenfunktionen sind monoton steigende Rechtskurven.

W

. Es gilt: log, z — oo falls x — oo, log,x — —oo, falls x — 0

Beispiel:

Man berechne alle z € R fiir die gilt: 2243 = 3712
(x+3)In2=(r+2)In3
z(In2—-1In3) =2In3 —3In2

_ 2In3-3In2 Ing
In2—-1n3 %
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18 Hyperbelfunktionen

Hyperbelfunktionen sind Funktionen, die aus der e-Funktion mittels Grundrechenopera-
tionen zusammengesetzt sind. Sie besitzen die Darstellungsform:

sinh: R— R, y=sinh(z)= % (ungerade)
cosh: R— R, y=cosh(z)= % (gerade)

sinh(z) e" —e™”
cosh(z) et e

cosh(z) e +e™®
= d
sinh(z) e*—e™® (ungerade)

tanh: R — R, y=tanh(x)=

(ungerade)

coth: R\{0} y=— R, coth(x)=

sinh und cosh stellen den ungerade bzw. geraden Anteil der e-Funktion dar, wihrend sich
tanh und coth als Quotient aus diesen ergeben wie bei sin und cos. Die Hyperbelfunk-
tionen besitzen eine enge Verwandtschaft zu den trigonometrischen Funktionen, was ihre
Formeln angeht. Sie besitzen jedoch keine Periode.
Folgende Formeln gelten z.B.:

a.) Es gilt die Hyperbelformel:

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

T —x\ 2 x _ ,—x\ 2
Denm: (€7 _ (=€) _4
2 2
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e TSN

b.)

-@%+2+ﬁﬂﬁ—i@%—2+ﬁﬂ5:1

s gelten folgende Additionstheoreme:

sinh(zy + x2) = sinh x; - cosh x5 + sinh x5 - cosh 24

cosh(zy + x9) = coshx; - cosh xg + sinh 2 - sinh x4y

Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen heiffen Area-Funktionen. Zum
Teil sind die Wertebereiche der Hyperbelfunktionen fiir die Umkehrung auf einem um-
kehrbaren Bereich zu beschrinken.

arsinh :
arcosh :
artanh :

arcoth :

R — R, y = arsinh ()
R2! - R, y = arcosh ()
[—1,1] = R, y = artanh (z)

R[-1,1] — R\{0}, vy = arcoth (z)

So wie die Hyperbelfunktionen Kombinationen der e-Funktion sind, lassen sich die Area-
funktionen iiber die Logarithumsfunktion darstellen. Dies soll am Beispiel von arsinh

vorgefithrt werden.

Seien dazu x,y € R mit z = arsinh (y) bzw. y = sinh(z), y = #. Dann ist

2y =e® —e % d.h. 2ye” =¥ — 1

Setze z = e*. Dann folgt 2yz = 22 — 1, bzw. 0 = 22 — 2yz — 1
Auflésung nach z ergibt: z =y £ /y?+ 1=y + /y>+ 1 wegen z > 0

Resubstitution: e = y + /y? + 1, also: x = arsinh (y) = In (y + Y2+ 1>

Vertauschen von z und y ergibt dann die Formel:

In analoger Weise zeigt man:

arsinh () = In (x + Va2 + 1)

arcosh (z) = In <x + \/ﬁ)
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19 Folgen und Grenzwerte

19.1 Begriff der Folge

Man erhilt eine sogenannte Folge reeller Zahlen, wenn man jeder natiirlichen Zahl n € N
eine reelle Zahl a,, € R zuordnet.
Man schreibt fiir eine solche Folge

(an> = ay,0a9,a3,. ..

Die Elemente a; der folge heifen auch Folgenglieder. Eine Folge reeller Zahlen lisst sich
als Punktfolge auf dem Zahlenstrahl veranschaulichen

Beispiele:

1. a, =n?bzw. (a,) =1,4,9 ...
1
2. an, = 7 bzw. (an)zl,%,%,}l,...

3. (an) =1,2,3,5,8,13,....
Diese Folge lédsst sich gut rekursiv beschreiben:
a; =1,as =2 und a,, = a,_2 + a,_1, n > 3 (Fibonacci-Folge)

4. (ay) =3bzw.ay =ay=az3=...=3

5. (a,) =1,4,7,10,... bzw. a,, = 1 + (n — 1) - 3 ist eine archimedische Folge.
Benachbarte Folgenglieder archimedischer Folgen besitzen einen konstanten Ab-
stand, d.h. a,, — a,,_1 =konstant, in dem Fall 3.

6. (a,) =2,6,18,54,162,... bzw. a, = 23" ! ist eine geometrische Folge.

Der Quotient benachbarter Folgenglieder geometrischer Folgen ist konstant, d.h.

a:ﬁl =konstant, in dem Fall 3.

Einige wichtige Eigenschaften, die Folgen besitzen kénnen, sind:

1. monoton wachsend bzw. streng monoton wachsend: Fiir alle n € Nbestehen
die Ungleichungen

ap < Apy1 bzw.  a, < Gpgq (10)
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2. monoton fallend bzw. streng monoton fallend: Fiir alle n € N bestehen die
Ungleichungen

Qp > Gpp1 DZW. Gy > Gpyn (11)

3. Beschrinktheit: Eine Folge (a,) heifst
(a) nach oben beschrinkt, falls es eine Schranke K € Rmit
a, < K fiir alle n € N (12)

gibt,
(b) nach unten beschrinkt, falls es eine Schranke L € R mit

a, > L fiir alle n € N (13)

gibt,

(c) beschrinkt, bzw. genauer: nach oben und unten beschrinkt, falls es
Schranken K, L € Rmit

L<a, <K fir alle n € N (14)
gibt,
4. alternierend, falls fiir alle n € N

a, < 0 < apyq

oder a, > 0 > apq (15)

gilt: in diesem Fall erfolgt beim Ubergang von einem Folgenglied a,, zum Nachfolger
any1 stets ein Vorzeichenwechsel.

Beispiele:

1 A, =N 1,2, 3, ... streng monoton wachsend,

( g
nach unten beschrankt

(2) a, = % 1, %, %, streng monoton fallend,
beschrankt

3)  a, = (=1)"t 1, -1, +1, ... alternierend

(4) a, = 3 Sy o 3 konstant

(5) an = 7 i T : %, %, %, %, streng monoton wachsend,
beschrankt
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Bei diesen Folgen kommen einige Besonderheiten vor:

(2), (4) und (5) : Diese Folgen sind konstant oder nihern sich

einem festen Wert beliebig nahe an.
(2) : a, = % a, — 0 mit wachsendem n (16)
(5):a, = nill—l : a, — 1 mit wachsendem n

19.2 Begriff der Konvergenz und des Grenzwertes

Die Beispiele aus (16) fithren auf einen der wichtigsten Begriffe der Analysis: Eine Zahl
a € Rheift Grenzwert der Folge (a,), wenn

e die Folge beschriankt ist,
e sich die Folge dem Wert a beliebig dicht anndhert und

e sich sonst keinem anderen Wert a € R (a # a) beliebig stark annéhert.

Dieses lasst sich anschaulich gut formulieren; man betrachtet dazu ein offenes Intervall
I = (u,v) C Rmita € (u,v)

u a (7% (%

Wie klein das offene Intervall I mit a € I auch gew#hlt wird, nur endlich viele Folgen-
glieder a,, konnen auferhalb des Intervalls liegen. Innerhalb von I liegen dann unendlich
viele a,,. Geht man zu einem kleineren Intervall (u/, v") iiber, so dass auch noch a € (v, v’)
ist,

U u a v v

so kann zwar die Anzahl der Folgenglieder a,, mit a,, ¢ (v/,v’") zunehmen, sie bleibt aber
endlich. Die unendliche Mehrheit der Folgenglieder liegt nach wie vor in dem Intervall
(v, ) .

Gleichbedeutend damit, dass a der Grenzwert der Folge (a,) ist, ist die Tatsache, dass
der Abstand zwischen dem Grenzwert a und den Folgegliedern (a,,)

la, — al (17)

mit wachsendem n beliebig klein wird.
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Beispiel: Die Folge a, = ;%5 besitzt den Grenzwert a =1, denn man berechnet
la, —a|l = no 1‘
n+1
_|n = (n+1)
B n+1
B e S D)
 In4+1] n+1

Fiir den Grenzwert a einer Folge (a,,) ist die folgende Schreibweise tiblich:

a = lim a, Limes a,, fiir n gegen Unendlich (18)
n—oo

Man sagt:

"Die Folge konvergiert." oder "Die Folge ist konvergent." bzw.
"Die Folge konvergiert gegen den Grenzwert a."

Eine konvergente Folge (a,) mit a = lim a, = 0 nennt man Nullfolge.
n—oo

Besitzt die Folge (a,,) keinen Grenzwert, so sagt man
"Die Folge divergiert." oder "Die Folge ist divergent."

Ist eine divergent Folge unbeschrinkt, d.h. geht sie nach +o0o oder —oo, so heifst die Folge
bestimmt divergent und man schreibt

lim a, = +o0
n—oo
Es folgen einige einfache Beipsielfolgen, deren Grenzwerte unmittelbar einleuchtend sind.

Aus diesen elementaren Folgen lassen sich spéter durch Rechengesetze, auch Grenzwerte
weiterer, komplizierterer Folgen ermitteln.

Beispiele:

1. Fiir die konstante Folge (a,) mit a, = ¢, wobei ¢ € Rist, gilt
lim a, = lim c=c¢
n—o0 n—o0

2. Fiir die Folge (a,) mit a, = % gilt: lim a, = lim % =0
n—oo n—oo

138 Achter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

3 lim L — tim (14 1) =

n—0o0 n—oo n

4. Der Grenzwert der Folge (a,) mit a, = 1 — (=1)" gilt: lim a, = lim (1 — (—1)")
n—0o0

n—o0
existiert nicht, d.h. die Folge ist (unbestimmt) divergent.

5. Fiir die Folge (a,) mit a,, = n? + 3 gilt: lim a, = lim (n? 4+ 3) = oo (bestimmt
n—oo

n—oo
divergent)
6. Fiir a > 0 gilt: lim n® = oo und lim - = 0
n— 00 n—oo T
0, gl <1
1, qg=1

7. Fiir q € R gilt: nh_}rxoloq = . > 1

unbestimmt divergent, ¢ < —1

19.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Gegeben seien die beiden konvergenten Folgen (a,,) und (b,) mit dem Grenzwerten

lim a, = a lim b, = b (19)

n—o0 n—o0

Zunichst erhdlt man hieraus neue Folgen, indem man diese Folgen gliedweise mit den iib-
lichen Rechenoperationen verkniipft; man erhilt damit die Summen-, Differenz-, Produkt-
und Quotientenfolge:

(an £b,), (an-bn), (an/by) (20)

Bei der Quotientenfolge 1dft man diejenigen Folgenglieder weg, bei denen der Nenner b,
Null ist. Aufgrund von (19) gilt fiir die Grenzwerte der Folgen (20):

lim (a, +b,) = a+b (21)

lim (a, —b,) = a —b (22)
nh_{](f)lo(an b)) = a-b (23)
lim (a,/b,) = - (falls b # 0) (24)
n—o0
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Ist ¢ € R eine Konstante, so ergibt sich zusétzlich, indem man speziell fiir (b,) die
konstante Folge b,, = ¢ nimmt:

lim(a, £¢) = axc (25)
n—oo
nh—>nolo<an c) = a-c (26)
lim (a,/c) = - (falls ¢ # 0) (27)
n—oo
Beispiele:
2-n? + 1
an, = 2n—+3 Durch den Summanden mit dem hochsten
S A Wachstum kiirzen! Am starksten wachst hier
n?:
—240=2
2 + 1/n? 2
= mal 5 — 7 = 2 Hier wachsen Zihler und
\1 * 1/1—'_ S/n, Nenner gleich schnell.
—1+40+0=1
5-n% +n
Un = ——5—
1 +n
—00
5 1
= M — 0 Hier wéchst der Zahler schneller
\1/n - 1, als der Nenner.
—0+1=1
n? + 2n
a, = T Auch hier durch den Summanden mit dem
T héchsten Wachstum kiirzen:
—0+0=0
r2 -n R
-3 2/3
_ =z 3_n+ (1/ ) — 0 Hier wichst der Nenner schnel-
R ler als der Zihler.
—0+1=1
a, = Vn+1—+n Typ oo — co. Vor Anwendung der

Regeln ist mit binomischer For-
mel umzuformen.

(Vn+1-Vn)(Vn+1++n)

vVn+1++n

1
= — 0 Hier geht der Nenner dann gegen oo,

vn+1++vn der Zahler ist konstant 1.

—00+00=00
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Die Anwendung dieser Regeln greift nicht immer, insbesondere nicht bei rekursiv defi-
nierten Folgen. Wir betrachten folgende rekursive Folge:

a1:2undan:%<an_1+%> flirn >1

Falls (!) die Folge einen Grenzwert a besitzt, kann man aufgrund der Grenzwertregeln
folgern:

(1 2\ _ 1+ 2 1 2
o=t = i (3 (o 027)) = (B ) < (o8)
n—oQ

Diese letztlich quadratische Gleichung %az — 1 = 0 kann nach a aufgelost werden zu

a = ++/2. Da nun alle a,, positiv sind, kann der Grenzwert a nicht negativ sein. Falls die
Folge konvergent ist, ist ihr Grenzwert /2.

Die Existenz des Grenzwertes selber kann aus FEigenschaften der Folge nachgewiesen wer-
den. Die Folge a,, ist namlich monoton fallend und nach unten beschrénkt. Fiir derartige
Folgen gilt der Satz von Bolzano/Weiterstrafs. Dieser Satz besagt:

Eine nach unten beschrinkte, monoton fallende Folge besitzt einen Grenzwert.
und ebenso:
Eine nach oben beschrinkte, monoton steigende Folge besitzt einen Grenzwert.

Hinweis: Der Beweis nutzt die Existenz eines Supremums (kleinste obere Schranke) bzw.
Infimums (grokte untere Schranke) einer nach oben bzw. nach unten beschrinkten nicht-
leeren Menge. Es ldsst sich leicht zeigen, dass das Supremum bzw. das Infimum dem
Grenzwert entspricht.

19.4 Die Zahl e

Eine weitere sehr interessante Folge ist durch

an:(1+%)n (neN

gegeben. Wir zeigen mit dem Satz von Bolzano/Weierstraf, dass diese Folge einen Grenz-
wert besitzt. Der Grenzwert ist die Eulersche Zahl e. Mit dem FEinsetzen erster Werte
fiir n ermittelt man Naherungswerte:

1 n
lim (1+—> = e ~ 2.718...
n

n—oo

Diese Folge besitzt eine interessante Deutung: Angenommen, ein Kapital von einem Euro
wird mit einen jéhrlichen Zinssatz von 100% verzinst'?. Der Euro wird nun unterjihrig

12Ein solcher Zinssatz ist keineswegs ungewdhnlich; in Lindern mit sehr hoher Geldentwertung kom-
men Zinssétze dieser Grofenordnung in der Tat vor.
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fiir %—tel Jahr n mal angelegt. Nach einem Jahr besitzt man dann (1 + %) Buro. Lasst

man nun n gegen unendlich gehen, um moglichst viele Zinseszinsen mitzunehmen, so hat
man zumindest theoretisch ein Kapital von e Euro erwirtschaftet. Man erkennt daran,
dass dieser Grenzwert bei Aufgabenstellungen der Vermehrung und des Wachstums von
Bedeutung ist.

Fiir den Nachweis der Konvergenz zeigt man

1. a, ist monoton steigend.
Mit der Bernoullischen Ungleichung (1+2)" > 1+na fiir 2 > —1 gilt mit 2 = —1/n?
) > (1=0) = (=R) (147) > (1-7)
1 > (1 = (1 1 > (1
< 2 n A n LD 9 n
= () > (-a) = ()
1

= (1438) > (1+717)  dhoay >

2. a,, ist nach oben beschrankt.

e () OO0 06 (06

nn—1) n(n—1)(n—2) n!
= 1+1
L 2n? * 2 - 3n? ++n!n”
S TS PP T
2 723 Tl
1 1
1+14+=-4+—+...+ —, da:n!>2"
< Itltgtg gt danl>
(2)
=13
> 1+ —, (geometrische Summe)
1—=
2

= 1+2(1 o =3 N <3
N 2 N 2
Obere Schranke ist somit 3.

Mit dem Satz von Bolzano/Weierstrak ist die Folge also konvergent.

20 Grenzwert einer Funktion, Stetigkeit

20.1 Begriff des Grenzwertes einer Funktion und Beispiele

Bekannt ist der Grenzwert einer Folge, z.B.:
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1
an =1-—, hman:hml——2:1
n n—00 n—00 n

o = (D im0, = i (1) =

Dieser Grenzwertbegriff soll auf Funktionen {ibertragen werden.

Beispiel: y = f(z) = 2?

Gegeben sein die Folge z,, =2 — —, lim z, = lim 2 — — = 2.
n n— o0 n— 00 n

Dann gilt fiir die Funktionswerte:

1 4 1
n:2:2__2:4—— — Iso: i n) =4
flan) =22 = (2= P = 4= —+ — also: limn f(z,)
Fiir den Grenzwert einer Funktion an einer bestimmten Stelle, in dem Fall xq = 2 ist es
bedeutsam, dass fiir bf alle Folgen, die auf der x-Achse gegen xy konvergieren, die ent-
sprechenden Folgen der Funktionswerte auch einen Grenzwert besitzen und zwar immer
den selben. Man schreibt dann bezogen auf das Beispiel:
lim f(z) =4

z—2

Im Allgemeinen definiert man:

Sei f in einer Umgebung von z, definiert, nicht unbedingt bei z( selber.
Die reelle Zahl g heift Grenzwert der Funktion f an der Stelle x, falls fiir jede im
Definitionsbereich liegende Folge x,, gilt:

lim z, = xo = lim f(z,) =9
n—o0 n—o0

Man schreibt: lim f(x) =g

T—TQ

Gilt obiges nur fiir jede von links her gegen xy strebende Folge, so schreibt man

lim  f(z)= lim f(z)=g"

:L‘—>.Z’(),.Z’§$(] {E—)Qja

und g~ heift linksseitiger Grenzwert. Gilt obiges andereseits nur fiir jede von rechts
her gegen xy strebende Folge, so formuliert man analog

lim  f(z) = lim f(z)=g"

T—T0,T>T0 x_)zsr

und ¢ heift rechtsseitiger Grenzwert. Man kann zeigen, dass f genau dann einen
Grenzwert g bei z( besitzt, falls g* und ¢~ existieren und g* = ¢~ ist.
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Analog zum Grenzwert bei xy lassen sich auch Grenzwerte fiir x — oo bzw. z — —o0
betrachten. Man schreibt in dem Fall dann lim f(x,) =g bzw. lim f(z,) =g
T—r00 Tr—r—00

Die schon bekannten Grenzwertregeln fiir Folgengrenzwerte lassen sich auf diese Funkti-
onsgrenzwerte iibertragen und gelten in ahnlicher Weise, so dass entsprechende Umfor-
mungen mit Grenzwerten erlaubt sind.

Beispiele :

lim 22 =
T—2
20— 1 5
2) lim =lim(2—--) =<
r—3 T r—3 €T
222 — 7 lim (2% — 7) : 222 — 7 1
3 = T = l _
) xlin2 3 —1 1ir%(:lt3 — 1) xli% 3 —1 49
xr—r

zo =0, ilir[l)f(l’) =7

g~ = lim f(x)= lim 0=0 (existiert)

z—0~ z—0~
=1 = lim 1=1 istiert
gt = lim f(x) lim (existiert)

g~ # g*, daher existiert der Grenzwert der Funktion f bei 0 nicht.
Ein solches Verhéltnis bei zp nennt man einen Sprung.

3 —1
5)y:f(93):$_1, xo=1 D =R\ {1}

oz -1 .

g~ = lim = lim 22 +2+1=3
z—=1— . — 1 r—1—

3 —1

T = lim = lim 2°4+2x2+1=3

z—1t T — r—1
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g, g" existieren und ¢g* = g~

N

In zy = 1 ist die Funktion jedoch nicht definiert. Uber links- und rechtsseitigen
Grenzwertzeigt man, dass der Grenzwert der Funktion f bei 1 existiert. Ein
solches Verhalten einer Funktion f nennt man eine behebbare Definitions-
liicke bei zg. Die Funktion f ldsst sich in z¢ mit dem Wert g = gt =g~ =3
sinnvoll erweitern.

1
6) f(x):m ro=1 D=R\{l}
— \\\"' ~
N
- = ! gt =; — oo existieren nicht
g = xi)l’{]; m = oo unda g = xir{]; (m — 1)3 = o0 existieren nicnt.

Somit existiert g auch nicht. Ein solches Verhalten des Grenzwertes entspricht
einer Polstelle bei z.

7 y=f(r)=sin— x=0 D =R\ {0}

[—

Der Grenzwert liH(l] f(z) existiert nicht, da je nach Nullfolge jeder Grenzwert zwi-
T—>

schen -1 und 1 herauskommt. So ist z.B.

lim sin — = lim sin(nm) = 0, wohingegen
n—o0 — n—oo
nm
lim sin —— = lim sin(n7+ %) =1
n—ro0 = n—ro0
nr+3
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g~ ,9" und g existieren bei 2y = 0 nicht und sind auch nicht +oco. Man spricht von
unbestimmter Divergenz.

8) lim sinz (existiert nicht)
T—>00

Zwei wichtige Grenzwerte:

Man entnehme der Zeichnung:

sin x
siny <z <tanz, x€(0,7), alsosinr <z < :
COS T
. . x 1
da sin(z) > 0, gilt: 1 < — <
sinx ~ cosx
sinx ] o
1> > cos x. Nun bildet man den rechtsseitigen Grenzwert x — 0*:
x
sinx ] sinx
1> lim > 1; also lim = 1.
z—0 X z—0t I
. . .. . sinx
Analog findet man fiir den linksseitigen Grenzwert: lim =1
x—0— X

Somit gilt insgesamt:

sinx
lim =1
x—0 €x
2 lim & 1
x—0 x
Wir nutzen dazu die Ungleichungen (s.0.): ¢ >z + 1, x € R
Fiir x > 0 gilt dann zunéchst: - > 1.

x
Setzen wir in die Ungleichung an Stelle von z nun —z ein, so gilt:e™ > —x + 1,
r e R.
1 x

Wieder mit 0 < z < 1 findet man: e* < —— d.h. e -1 < ,
11—z 1—x
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e’ —1 1

also <
T 11—z — .
Insgesamt gilt dann die Doppelgleichung: 1 < ¢ < 7
x -

Nun wendet man den Grenzwert x — 07 auf diese Doppelungleichung an und
erhéalt: N N
1 < lim ¢ < 1,also lim = 1. Analoges kann man fiir den linksseitigen

z—0t x x—07t x

r—1
Grenzwert © — 0~ zeigen. Also gilt: lim ¢ =1

x—0 x

20.2 Begriff der Stetigkeit einer Funktion

Beim Begriff des Grenzwertes einer Funktion f muss die Funktion am zu untersuchende
Punkt z( nicht unbedingt definiert sein. Ist sie dort auch definiert mit dem Funktionswert
f(zg) und gilt, dass der Grenzwert der Funktion bei zy dem Funktionswert entspricht,
dann nennen wir f stetig in xg. Dies driickt aus, dass der Funktionswert zu seiner Um-
gebung passt. Genauer formuliert bedeutet dies:

Die Funktion f heifst stetig in zq, falls gilt
lim f(z) = f(xo)

T—rT0

Ist die Funktion f in jedem Punkt des Definitionsbereiches stetig, so nennt man f selbst
stetig. Anschaulich ist f stetig, falls jeder Funktionswert iiberall zu seiner Umgebung
"passt" und z.B. keine Spriinge aufweist. Der Funktionsverlauf einer stetigen Funkti-
on ist dadurch in gewisser Weise kalkulierbar. Kleine Anderungen bei den Argumenten
verursachen dann auch nur kleine Anderungen am Funktionswert.

Nun stellt sich die Frage, welche der uns bekannten Funktionen stetig sind. Dazu lasst
sich zeigen:

1.) Die uns bekannten Funktionen wie Polynome, gebrochen rationale Funktionen,
Winkelfunktionen, Exponentialfunktionen, Logarithmen, .. . inklusive ihrer Umkehr-
funktionen sind (in ihrem Definitionsbereich) stetig.

2.) Verkniipfungen (dazu zéhlen Addition, Multiplikation, Division, Verkettung, ...)

stetiger Funktionen, ergeben wieder stetige Funktionen.

Hinweise

e Polstellen sind im eigentlichen Sinn keine Unstetigkeitsstellen, da die Funktion an

den Polstellen selber nicht definiert ist. So ist z.B. die Funktion f : R\{0} — R mit

f(z) = % stetig.

e Nicht stetig ist z.B. die uns schon bekannte Gauffunktion. Sie ist nicht stetig in
allen Argumenten x € Z; dort weist sie Spriinge auf.
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20.3 Eigenschaften stetiger Funktionen

Fiir stetige Funktionen gelten wichtige Sitze, insbesondere in Verbindung mit abgeschlos-
senen, beschrankten Intervallen als Definitionsbereich. Einige dieser Sdtze sollen kurz
skizziert und erldutert werden.

1.) Nullstellensatz:
Ist f: [a,b] = R, y = f(x) auf dem abgeschlossenem Intervall [a,b] stetig mit
f(a)- f(b) <0, so existiert ein £ € [a,b] mit f(§) =0
Die Voraussetzung f(a) - f(b) < 0 garantiert dabei, dass die Funktion zwischen a
und b das Vorzeichen dndert, damit liegt die Zahl 0 zwischen f(a) und f(b). Da
die Funktion keine Spriinge macht, wird die Zahl 0 bei irgendeinem z-Wert als
Funktionswert angenommen.

e Beispiel: Eine typische Anwendung dieses Satzes ist es, Nullstellen von Funktionen
aufzuspiiren. Sei z.B. f(x) = 2z —5 cos(2x—1). Man zeige: Im Intervall [—3, 3] liegen
mindestens drei Nullstellen.

e Zum Nachweis berechnet man einige Funktionswerte:

x -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x) | -9.77 | -5.42 | 2.95 | -2.7 | -0.70 | 8.95 | 4.58

Man erkennt nun am Vorzeichenwechsel, dass zumindest in den Intervallen [-2,-1],|-
1,0] und [1,2]| jeweils mindestens eine Nullstelle vorhanden ist, was der Kurvenver-
lauf bestatigt.
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) T

fx) T <
e
i t -
XO X
Zwischenwertsatz:

Ist die Funktion f auf dem Intervall |a,b] stetig, dann existiert zu jedem

A€ [f(a), f(b)] ein & € [a, b] mit f(£) = A.

Der Zwischenwertsatz ist eine Verallgemeinerung des Nullstellensatzes. Er besagt,
dass jede reelle Zahl und nicht nur die 0, die zwischen zwei Funktionswerten liegt,
auch als Funktionswert angenommen wird. Er folgt aus dem Nullstellensatz, indem
dieser bei einem gewédhlten A € [f(a), f(b)] auf die Funktion g(z) = f(z) — A
angewendet wird. Es gibt dann ein £ mit g(&§) = 0, was heifst, dass f(£) = A.

Existenz globaler Extrema:

Sei die Funktion f auf dem Intervall [a,b] stetig. Dann existieren die Zahlen z,,
und x; in [a, b], sodass gilt: f(z) < f(xp) fir alle z € [a,b] und f(x) > f(z,,) fir
alle x € [a, b].

Der Satz besagt, dass auf einem abgeschlossenen und beschrianktem Intervall defi-
nierte, stetige Funktionen ein Minimum und ein Maximum annehmen. Minimum
und Maximum konen dabei im Innern als auch auf dem Rand, also bei x = a
oder x = b, auftreten. Im Innern stellen sie auch lokale Extremwerte dar, deren
Bestimmung Bestimmung im Rahmen der Differentialrechung weiter thematisiert
wird.

Der Beweis, der hier iibersprungen werden soll, basiert darauf, dass gezeigt wird,
dass der Wertebereich f([a, b]) seinerseits abgeschlossen und beschrinkt ist. Dann
existieren nach dem Vollstiandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen Minimum und
Maximum der Menge.

Fixpunktsatz:
Ist f auf dem Intervall [a,b] stetig und gilt f(z) € [a,b] fiir alle x € [a,b], dann
existiert ein z* € [a, b] mit f(z*) = 2*
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e Dieser Satz besagt, dass die Funktion f unter den angegebenen Voraussetzungen
einen Fixpunkt besitzt, also einen Punkt, der auf sich selber abgebildet wird. Der
Nachweis gelingt wieder mithilfe des Nullstellensatzes, angewendet auf die Funktion

g9(x) = fz) — .

21 Steigung einer linearen Funktion

Wie stark nehmen die Werte einer Funktion zu, wenn man sich auf der xz-Achse nach
rechts bewegt? Die Stirke dieser Zunahme ist die Steigung der Funktion. Offenbar besitzt
eine lineare Funktion f(z) = a1 -  + ag eine konstante Steigung, denn ihr Schaubild
ist eine Gerade, und diese Gerade schneidet jede waagerechte Gerade mit demselben
Steigungswinkel a.

Y

A

Ax:xg—xl

| |
w w x

X T2

Als sinnvoller Wert fiir die Steigung der linearen Funktion hat sich das Verhéltnis
zwischen einem Zuwachs von Funktionswerten (Ay) und dem Zuwachs der entsprechen-
den z-Werte (Ax) ergeben. Berechnet man so den Steigungswert, so liefert dieses:

A — f —f

Steigung — 20 = 2=y _ M) =He)

Az To — X1 To — T
Den Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung bezeichnet man als Differenzen-
quotienten. Wie man anhand des sogenannten Steigungsdreiecks in der Zeichnung er-
kennt, handelt es sich bei dem Wert Steigung gerade um den Tangens des Steigungs-
winkels a.

Einsetzen der Gleichung der linearen Funktion in den Differenzenquotienten liefert weiter

Steigung = tan(a) = (122 + ag) — (a1 + ao) _ Ty — 0Ty ai (w2 — 1) _—
To — 1 To — 1 To — 1
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Der Koeffizient a; ist somit der Wert der konstanten Steigung der linearen Funktion
f(z) = a1z + ay.

22 Grundbegriffe der Differentialrechnung

22.1 Einfiihrung

Wie verhélt es sich mit der Steigung bei einer nichtlinearen Funktion?

Y

% -
To

Angenommen, auch einer solchen Funktion kdnnte man einen sinnvollen Steigungsbegriff
zuordnen, so wiren die Steigungswerte sicherlich nicht konstant; bei jedem x-Werte hétte
die Funktion in der Regel einen anderen Steigungswert.

Wie konnte man einer solchen Funktion fiir einen Punkt xy einen Steigungswert zuord-
nen? Man setzt dazu voraus, dak man an die Funktion f(z) im Punkte (zo,f(z¢)) die
Tangente anlegen kann. Hierbei handelt es sich um eine Gerade, die sich bei z( an die
Funktion anschmiegt (d.h. die Funktionskurve beriihrt). Diese Gerade ist wiederum durch
eine lineare Funktion gegeben, deren Steigung wie oben berechnet werden kann. Diese
Tangentensteigung nimmt man nun auch als Steigungswert der Funktion an
der Stelle x.
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To — 1

| | | .
w w w X

X1 Zo X2

Es kann durchaus vorkommen, dass man einer Funktion bei einigen x-Werten keinen Stei-
gungswert zuordnen kann. Dieses kann etwa auftreten, wenn die Funktion einen Knick
oder einen Sprung besitzt:

Y

An der Stelle x) genauer im Kurvenpunkt (zy, f(zx) € Graph(f) hat Graph(f) einen
HKnick” und an der Stelle x4 genauer im Kurvenpunkt (zs, f(z5) € Graph(f) hat Graph(f)
einen ,,Sprung®, dort lassen sich keine Tangenten an Graph(f)anlegen.

Lifst sich bei einem Punkt (z, f(x)) € Graph(f) eine Tangente anlegen, so soll
also die Steigung der Tangente die Steigung der Funktion in diesem Punkt
sein. Die Funktion heifst dann ,,in = differenzierbar*.

Es bleibt die Frage, wie sich die Steigung der Tangente ¢ in zy an f ermitteln lisst.
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22.2 Kurvensekante, Kurventangente, Differenzierbarkeit und 1.
Ableitung

20

Kurventangente

10 1

Eine Naherung fiir die Tangentensteigung ist die Steigung der Sekante s durch die Punkte
(o, f(x0)) und einem Punkt (zq, f(z1)) :

f(%) - f(l’o)

Die Steigung der Sekante betrigt: tan(a) =
T1 — Zo

Die Gleichung der Kurvensekante (Geradengleichung in Punkt-Steigungsform) ist:

s(z) = f(zo) + f@1)—f(=o) | (z — xp)

Z1—x0o

Je ndher xq bei xq liegt, desto genauer stimmt die Steigung der Sekante mit der gesuchten
Steigung der Tangente iiberein. Dieser Naherungsprozess wird mit Hilfe des Grenzwert-
begriffs bei Funktionen (lim,, ,,, ...) prizisiert.

Im Falle der Existenz einer (nicht senkrechten) Tangente kann die Steigung damit als
Grenzwert berechnet werden:

Steigung der Tangente: lim fl@y) = f(zo)
Tr1—T0 l‘l — 'IO

Man sagt:
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Definition:
Die Funktion f : D — R heift differenzierbar in xy € D, falls der Grenzwert
df o J(@1) = f(@o)
!/
= — p— 1 ——eeeeee.
f(o) dx (z0) xll—rgro T — Xo

existiert. f'(xg) heifst (1.)Ableitung von f an der Stelle z.
Dann ist f'(zg) = %(:co) die Steigung der Tangente an die Funktionskurve Graph(f) im
Punkt (IQ, f(ﬂ?o))

Die Gleichung der Kurventangente (Geradengleichung in Punkt-Steigungsform) ist:
t(z) = x}l—%o s(x) = f(xo) + f'(w0) - (x — o)

Das folgende Bild zeigt die Tangente an Graph(f) im Punkt (xg, f(zo)) und verschiedene
Kurvensekanten durch die Punkte (xq, f(xo)) und (z1, f(z1)) fir z; — zo:

5 -

4 4
\37
\
2 ,
I

-1 1 2 3 4
X

— 1 ,

- 2 .

- 3 a

- 4 E

| Graph(f) Tangente Kurvensekanten |

Hier folgen ein paar Beispiele und die Anwendung einiger(vermutlich bereits aus dem
Schulunterricht) bekannter Ableitungsregeln:
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Beispiele:

a.) Ein Radfahrer fihrt eine Strecke in km gemif der Formel s(¢) = 1t* + 1

Ermitteln Sie die Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen den Streckenpunkten

1.) s(2) und s(1) — 3.75

)

2.) s(2) und s(1,9) — 7.42

3.) s(2) und s(1,99) — 7.94

4.) und der Momentangeschwindigkeit zur Zeit t=2 — s'(2) =8

b.) f(x) = ¢ (konstante Funktion) zo = 2, f/(2) =7

R L R P S LR
Gleichung der Tangente in (2, f(2)) = (2,¢) = (2,¢):
y=tz) = f2)+ f(2) - (6-2) =c+0- (2 -2) —c
c.) f(z) =3z + 1 (Gerade) zo =2, f'(2) =7
1) =t =g i B i S iy

Gleichung der Tangente in (2, f(2)) = (2,3-2+1) = (2,7):
y=tlx)=f2)+f2) - (z—-2)=743-(x—2)=3zx+1

d.) f(z) = 2? (quadratische Parabel) 7o = —1, f/(—1) =?

Gleichung der Tangente in (—1, f(—1)) = (—1,(-1)?) = (—1,1):
y=ta)=f)+ (D) @-(=))=1-2-(z+1)=-2r-1
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-6

Bemerkung zur Schreibweise und zur Bezeichnung
Setzt man x = xy + (xr — xp) und beachtet z — g <= Ax = (x —z) = 0
H/—/

Az
erhalt man alternativ:

m J(zo + (2 —x0)) — f(z0)

T—T0 T — Xo

f(xo + Ax) — f(20)
AzIEO Az

Die Ausdriicke der Form £ (x°+(x;f£3)_f @0) hyy, £ (IOJ“AA?_J? #0) pennt man Differenzen-

quotienten. Der Ausdruck f'(zq) = %(wo) heift auch Differentialquotient. '®
Beispiel: Wir betrachten f(z) = 3
f(xo + Ax) — f(z0)
/ —_—
Floo)= " 5

13Die Bezeichnung f’ geht zuriick auf Newton und Lagrange, die Bezeichnung % geht auf Leibniz
zuriick.
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~ im (o + Ax)3 — (z0)?
Az—0 Ax

_ gy (@8 3030 4 320A” + Ad®) — o
= AnSo A

. 3x2Ax + 3rpAz? + Agd
= lim

Az—0 Ax
= lim (322 + 3z9Az + Ax?) = 322
Az—0

22.3 Global differenzierbarer Funktionen

Ableitungswerte lassen sich auch allgemein an einer Stelle x ermitteln. Man erhélt dann
(falls der entsprechende Grenzwert existiert!) die (1.)Ableitungsfunktion.

Definition:
Zu einer gegebenen Funktion f : Dy — R heift

Dy >R, mit y = f(z) = lim L0 =L@

t—x t—=x

(1.)Ableitungsfunktion von f mit Dy = {z|x € Dy, f'(x) existiert}.
Ist Dy = Dy nennt man f : Dy — R global differenzierbar.

Berechnung der Ableitung einiger elementarer Funktionen aus der Definition:

a.)

fz) =a?
2 .2
= f/($0) = lim a adl = lim (1’ + Q?o) = 233'0
r—x0 €L — QJO T—T0

Also f'(z) = 2z oder kurz (22) = 2z
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b.)
flz) =1

! : % B % . To— T 1

= f'(xg) = im =—= = lim —— = ——

x—=x0 T — T T—T0 (g(; — xo)xox {L‘%

Also f'(z) = =% oder kurz (1) = —%

f:R—=>Rmit f(r) =ar+b,xg € R
. (ax +b) — (azo +b)

lim =1

T—x0 X — o T—x0 r — T
. ar —axg .a o

— lim — lim a(z—15) —

z=z0 T — X z=z0 L —T(

damit: f: R — R mit f(z) = ax + b ist global differenzierbar mit
f""R=R, f'(r)=a

f:R— R mit f(x) = sin(z)

sin(z + Az) — sin(z) o sin(x) cos(Az) + cos(x) sin(Ax) — sin(z)

Alglcrgo Az Alalcrgo Az
. sin(x) cos(Az) — sin(x) + cos(z) sin(Ax)
= lim
Az—0 Az
. sin(x) [cos(Az) — 1] + cos(z) sin(Ax)
= lim
Az—0 Az
Ar —1 in A
= Aliglo (sin(a:) [%] + Cos(x)SIZxx>
. . cos(Ax) —1 . sin(Ax)
= sinfe) lim =17 — Feosle) fm =77
=0 =1

= Ysin(x) - 0+ cos(x) - 1 = cos(z)

damit: f: R — R mit f(z) = sin(x) ist global differenzierbar mit
R =R, f'(z) = cos(x)

4 Additionstheorem: sin(z + Azx) = sin(x) cos(Ax) + cos(x) sin(Ax)
15 i sin(z) 1. lim cos(z) — 1 _0
z—=0 z—0 x
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e.)
f:]0,4+00) = [0, +00) mit f(z) = /x,x9 > 0 (also xy € (0,400))

fa) = f@o) _ | VE=

lim
T—T0 r — X T—T0 r — X

@ a0 ot i) A e (Vi t a2y
damit: f : [0, +00) — R ist auf (0, +o0) global differenzierbar mit

f :(0,400) = R, f'(z) = ﬁi

f:R— Rmit f(x) =exp(z) = e”

5 flx +Ax) — f(x) I ertAr _ o
Aglcrgo Az a Aggo Ax
ezeAz — et

damit: f: R — R mit f(z) = e” ist global differenzierbar mit
f""R—=R, fl(x) =e¢"

50— b) - (a+) =@ — B0 = /5, b = Vb = (v — ) (VE + /o) = 7 — %o
1TeA — lim (1 + &)" > 1+ Az (Bernoullische Ungleichung)
n

n—oo
—Az 1 1
—A% = lim (1 ">1- Az = et = < —
c n1—>12<>( T )=z re eAr = 1— Ax
fir Az € (—1,1) also insgesamt fiir Az € (—1,1):
1

1+ Az <P <

1- Az ( Ax) A
1 1—(1-Ax T
Az < A:v_1< 1= _
= a:_Ae —1-Ax 1-Ax 1-Ax
e~ —1 1 e~ —1 1
1< < falls A Ound 1> > falls A 0
=>1< N _17Amas x> 0Uun > Ar _17Axas r <
|
li =1
:Aglgo Ax
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g.) Wir betrachten f: R — R mit f(z) = 2™ an der Stelle 2y € R

Es gilt

e A =) IR ) B el b
pr— _x .—_x - —_—

Tz - (1—2) (1—=) i-(=

Mit g = % erhélt man

-0 _(1-4g")
(1—(%2) (1—4q)

und damit X
n n n n—1 n—
" =y .y (1=4¢") 5 . i on—1 Zo\;
=X . 1—) — x . q = . (_
xr — X — x
0 ( q i=0 i=0
n—1 T n—1
.’E .’13 0vs . X
also 0 = g 1-5 (_)’:E "l
— X9 T
i=0 i=0

Wir erhalten insgesamt

f'(xo) = lim — = lim Zx" ol =
rT—x0 L — ajo T—T0

n—1

E lim ("' 2 5 oot =n-ap!
—0 T—T0

1=

Wir haben also 1nsgesamt f iR — Rmit f/(z) =n-a" .

n—1

=0
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Beispiel:

Eine Funktion, die an einer Stelle nicht differenzierbar ist:

f:R—=Rmit f(z) = |z|,2z0 =0

Az > 0:

i f(O+ Azx) — £(0) ~ im 0+ Az -0 _
Az—0 AQJ Axz—0 Am

Az <0:

i JO+AD)—fO) . —0-Az—-0 _
Az—0 Ax Az—0 Az
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Beispiel: Eine erste kleine Tabelle lautet:

f(z)

existiert nicht.

Die Ableitungen elementarer Funktionen findet man hiufig in Formelsammlungen tabel-

k
mn
sin x
COS T
In |z
61‘
NZ7
tan x
cotx

23.1 Stetigkeit

Beweis:

sin“ x

Die beiden letzten Ableitungen werden wir mit der Quotientenregel [siehe 22.4| herleiten!

23 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

Satz: Gegeben sei die Funktion f : D +— R, die in 2y € D differenzierbar ist.
Dann gilt: f: D — Rist in zy € D stetig. ( Differenzierbarkeit = Stetigkeit)

Zu zeigen ist: lim, ., f(x) = f(xo); wir betrachten dazu:

fim f1e) = g (F(@0) + fla) = flan)

= f(wo) + lim (f(x) — f(0))

T—T0
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= o)+ i (HL L) g
= fta) + Jim (=) i o)
) =f7&0) ’

= f(zo) + f'(z0) - 0= f(x0)
qed.

23.2 Linearitat

Satz: Gegeben seien die beiden in zy € I = (a, b) differenzierbaren Funktionen
f,g: I—R
Weiter seien «, 8 € R zwei reelle Konstanten. Dann ist auch die Funktion
M) = af(x)+ fy(x)
in z( differenzierbar, und fiir die Ableitung von h gilt:
W(xo) = af'(x0) + By (o)

Insbesondere gilt:

a) Faktorregel (5 =0): (af)'(xo) = - f' (o)
b) Summenregel (o = 8 = 1): (f + g (o) = f'(x0) + g/ (x0)

b) Differenzenenregel (v = 1beta = —1): (f — g)'(z0) = f'(x0) — ¢'(x0)

Beweis:

o (©F@) + B9(a)) = (af (@) + By(an)

T—TQ T — xo

- (af(x) — af(xg)) + (Bg(x)) — Bg(wo)

T—x0 T — :L‘O
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(af(z) — af(xo)) (Bg(x)) — By(xo)

lim + lim
T T — X T T — o
o U =) | (gla)) = )
T—T0 T — X T — X

a- f(xo) + B - g'(wo)
qed.

Beispiel:
a.)
h(z) = 2>+3z+7

B () 2z + 3

b) allgemein gilt fiir Polynome: Sei

ein Polynom vom Grade n. Dann ist p(z) auf ganz R differenzierbar, und die Ab-
leitung p'(x) ist ein Polynom vom Grade n — 1:

n

p(x) = Zmixi_l

=1

¢) Setzt sich die Ableitung linear aus elementaren Funktionen (wie aus der Tabelle)
zusammen, so ergibt sich die Ableitung summandenweise. Eventuelle Faktoren
konnen herausgezogen werden. Das heifst, es gelten die Regeln

f(@) = fi(@) + fa(z) = f(2) = fi(z) + fo(z) (Summenregel)
f(x)=c-g(x) = f'(x) = c- ¢'(z) (Faktorregel)
¢) Man berechne die Ableitungsfunktion des Polynoms p(z) = 42® 4+ 52 + 3z — 12.

p'(z) = (423)" + (522) + (3z) + (—12)' = 122% + 10z + 3
Man erkennt, dass sich der Grad des Polynoms durch die Ableitung um 1 erniedrigt.

d) Was ist die Steigung der Funktion f(z) = e® + sinx im Punkt ?
Esist f'(z) = (e*) + (sinz)’ = € + cosx und damit hat die Steigung den Wert
fi(5) = ez +cos§ = es

164 Neunter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

23.3 Produktregel

Satz: Produktregel
Die Funktionen f,g : I = (a,b) — R seien in 2y € I differenzierbar. Dann ist auch die
Funktion

h(z) = f(x)-g(x)

in xz( differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt
W(xo) = f'(x0) - g(w0) + f(0) - g'(w0)

Beweis: Man stellt den Differenzenquotienten zu h(x) = f(x) - g(x) und zu zy auf und
bildet den Grenziibergang fiir x gegen x:

i 4 @0)g(x0) — f(z)g(w)

_ i L (@0)g(x0) = f(2)9(w0) + f(w)g(0) — [(2)g()
oy {(@0)g(z0) - f(x)g(wo) + lim f(x)g(o) - f(z)g(x)

T—x0 Tog— X T—x0 T—x0 To— X
= g(x0) - f'(xo) + f(20) - g (20)

Die letzten drei Grenzwerte existieren und nehmen die genannten Werte an, da f(x) und

g(x) in xzq differenzierbar sind; da aus der Differenzierbarkeit aukerdem die Stetigkeit

folgt, gilt auch lim f(z) = f(xo). qed.
T—T0

Beispiel: Sei f(x) = 22 - e =

flx) = 2-z-e*+2°-¢ = x-(2+4+x) €

Die Tangente an Graph(f) im Punkt (1, e) ist gegeben durch

tz)=f(H)+f(1)- (z—1)=e+3-e-(r—1)=3-e-x—2-¢

Die folgende Skizze zeigt Graph(f) und Graph(t) (also die Funktionskurve und die
Tangente)
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-2 -1 0 / 1 2 3
x
-1

®  Punkt(l,e)

Graph(f) Graph(t) |

23.4 Quotientenregel

Satz: Quotientenregel
Die Funktionen f,g : I = (a,b) — R seien in zq € [ differenzierbar, weiterhin sei
g(zo) # 0. Dann ist auch die Funktion

h(z) = @)

g(z)

in z( differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt

W (o) = f'(x0) '9(56(;)2(;;;(500) - g' (o)
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Beweis: Zunéchst betrachte man den Spezialfall f(z) = 1:

i M) Zh@)
T—T0 Top— T—T0 Top—

— 1
L () —glm)
z—x0 To— T é](xo)g(x)
— —g/(x0) %
A G
92(950)

W) = (%) - (f (z0): g(i()))/

_ [l=) —9'(%o)
= e IO
_ fzo)g(zo) — f(w0)g'(20)
g°(x0)
qed.
Beispiel:
. _ 1
a) Sei f(z) = - =
fila) = =0 - =4
= —pg !
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b)
fla) = 2¢0(x° + ) — (2 +1)(32° + 1)

(z° + 2)?

gt —o? -1

(23 + x)?

Folgerung: Gebrochen rationale Funktionen sind im Inneren ihres Definitionsbereichs
differenzierbar.

23.5 Kettenregel

Satz: Kettenregel
Gegeben seien zwei Intervalle [, J C R und zwei Funktionen

fil—J und g:J—R

Sind die beiden Punkte zy € I und yo = f(zo) € J innere Punkte und ist f(z) in 2o und
g(y) in yo differenzierbar, so ist die Zusammensetzung von f und g

h(z) = (go f)(z) = g(f(z))
in 2 differenzierbar. Fiir die Ableitung der zusammengesetzten Funktion gilt:
W(z) = (g0f) (2)
= g'(%) - f'(xo)
= ¢ (f(z0)) - f'(20)

Bemerkung: Der Ausdruck f’(x) in der letzten Gleichung heift innere Ableitung. Der
Ausdruck ¢'(f(zo)) heift dufiere Ableitung.

Merkregel fiir die Kettenregel: Rechne "dufsere Ableitung"mal Tnnere Ableitung".
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Beweisgang: Man gewinnt die lineare Approximation von h, indem man die beiden linea-
ren Approximationen von f und g ,jineinander* einsetzt:

g) = 9wo) + 9 W)y —yo) + (¥ — y0) Ay (v)
fx) = f(zo) + f'(wo)(x — x0) + (v — 20) Af(z)
Y—Y = f(ﬂﬁ) - f(xo) = f’(ﬂUo)(f’U - 330) + (95 - $0)Af($)

Dieses in die erste Gleichung einsetzen!

9(f(x)) = g(f(x0)) + (x = 0) g'(yo) /' (x0) + (z = z0) - -~
(900’ (z0)

(9" (o) Ap(@) + ['(w0) Ag(f () + Ay (f () Ay ()

-~

Agor(z) stetig
=0 fir x=ux

Beim Nachweis der Stetigkeit von Ag; beachte man, daff die Zusammensetzung stetiger
Funktionen wieder stetig ist. qed.

Beispiel:

a) Die Funktion h(x) = (22 + x — 7)!° soll abgeleitet werden. Man schreibt sie dazu
in der Form h(z) = g(f(z)), d. h. als Ineinandersetzung der beiden Funktionen

gly) = y° = g'y) = 10y°
flz) = 2*+2-7 = fl(r) = 2z+1
und wendet die Kettenregel an:
K(z) = ¢'(f(z) f(z) = 10- (@* +2-7)°- (22 +1)

b) Die Funktion u(z) = €3* soll abgeleitet werden. Man schreibt sie dazu in der Form
u(x) = g(f(x)), d. h. als Ineinandersetzung der beiden Funktionen

gy) = ¢ = gy = ¢
fle) = 3z = fz) =3

und wendet die Kettenregel an:

u'(z) = g(f(@) f(z) = e-3=3-¢€*

c¢) Die Funktion v(z) = sin(a-x+b) mit a,b € R soll abgeleitet werden. Man schreibt
sie dazu in der Form v(z) = g(f(x)), d. h. als Ineinandersetzung der beiden Funk-

tionen
g(y) = sin(y) = ¢(y) = cos(y)
flz) = a-x2+b = f'(z) = a
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und wendet die Kettenregel an:

V(z) = ¢ (f(z)) f'(x) = cos(a-z+b)-a=a-cos(a-z+Db)

23.6 Ableitung der Umkehrfunktion

Satz: Ableitung der Umkehrfunktion

Seien I, J C R offenen Intervalle, und sei
f:Il—J bijektiv.
Sei weiter f in xy € I differenzierbar mit f’(x¢) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion

gw) =) T 1

im Punkte yo = f(x) differenzierbar, und fiir ihre Ableitung gilt

g wo) = (1) () = ey

Beweisidee: ¢g(y) ist die Umkehrfunktion von f(z); die Ineineindersetzung dieser Funk-
tionen liefert daher

(fog)ly) = vy

170 Neunter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Leitet man beide Seiten dieser Gleichung nach y ab, so liefert die rechte Seite den kon-
stanten Wert 1, auf die linke Seite 14t sich die Kettenregel anwenden:

(fog) (wo) = f'(9(w0)) - g'(w0) = 1
Auflésen der letzten Gleichung nach ¢'(yo) liefert dann

, 1
g (W) = f'(x0)

qed.

Beispiele:

a) Betrachte y = f(x) = /x fiir x > 0. f(z) ist die Umkehrfunktion von x = g(y) =
y%. Fiir die Ableitung von f(z) folgt daher

Vo) = (V@) = —

J'(v)
_ 1 - 1
N 2y N

b) Betrachte y = f(z) = Va2 +1
Man betrachte zunéchst y = h(z) = /z. Dieses ist die Umkehrfunktion von g(y) =
y3; fiir die Ableitung folgt

W) = 1 _ 1

(z) J' ) 3y
1 1 1 2
" = 5L 3
O

Die Ableitung von f(z) = h(2? + 1) erhilt man nun aus der Kettenregel:

fl(z) = W(@E*+1) 2

= g(xz—i-l) %~:1:

¢) Betrachte y = f(z) = In(x). f(x) ist die Umkehrfunktion von x = g(y) = e¥. Fiir
die Ableitung von f(x) folgt daher

ey — L _ 1
@ = 7w e’
eln(x) x
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Satz: Seien n,p,q € N, dann gilt
_n—1
a) (7)) = Fa%
P / p_1
b) <x5> = %xE_
Beweisidee: a) f(x) = {/x ist die Umkehrfunktion von ¢(y) = y".

b) f(z) = x4 likt sich schreiben als f(z) = (g o h)(z) mit g(z) = ¥z und h(z) = a?;
man verwende die Kettenregel!

24 Lineare Approximation und das Newton-Verfahren

24.1 Lineare Approximation
Die Tangente(nfunktion)

t(x) = f(xo) + f'(20) - (x — x0)

ist eine (affin) lineare Funktion.

204

Die Tangente ist die ,beste* Annidherung (Approximation) an die Funktionkurve
Graph(f) durch eine (affin) lineare Funktion in der "N&he"des Punktes (xg, f(x¢)). Es
gilt:

f($) = f(fﬂo) + f/(io) : (36 - xo) —I—Rest(x, a:o)

=t(z)
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" lim Rest(z,x0) _ lim f(x) — f(zo) — f'(w0) - (x — 20)
= tim (H 00— )
= Jim (FELE0) — ) = 1) = 7 ) =0

Bemerkung: Die Tangentengleichung

t(x) = f(xo) + f'(20) - (x — x0)

entspricht dem (im néchsten Kapitel einzufithrenden) Taylorpolynom 1. Ordnung von
f(z) mit Entwicklungspunkt .

Das Konzept des Taylorpolynoms erweitert die Idee der ,(lokal) besten Approximation
einer Funktion auf Polynome héheren Grades also z.B. auf quadratische, kubische oder
biquadratische Parabeln.

24.2 Das Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung

Die Nullstellen einer Funktion® f : I — R sind die Losungen der Gleichung

f(z) = 0. Nur in seltenen Féllen (z.B. bei linearen und quadratischen Gleichungen) gibt
es Losungsformeln zur Losung der Gleichung f(z) = 0, also Formeln, die auf dem Um-
stellen und Auflésen der Terme der Gleichung beruhen. Der norwegische Mathematiker
Nils Hendrik Abel bewies 1824, dass eine allgemeine Gleichung 5. Grades nicht durch
eine ,Formel“, die nur Wurzeln und arithmetische Grundoperationen enthélt, gelost wer-
den kann. Die Existenz solcher Nullstellen ist aber z.B. bei stetigen Funktionen iiber den
wZwischenwertsatz* nachweisbar.

Das auf Isaac Newton zuriickgehende numerische Nidherungsverfahren gibt uns die
Moglichkeit, Niherungslosungen mit vorgegebener Genauigkeit zu bestimmen. Im Fol-
genden wird die Grundidee dargestellt:

9Wir setzen voraus, dass die Funktion f stetig differenzierbar ist und f’(z) # 0 gilt.
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Erster Schritt: Newton-Verfahren fiir f(x)=> — 2 mit Startwert.x, =2 Zu einem Startwert xzy wird
¥ die Tangentengleichung im Punkt
6 P(xg, f(x0)) an Graph(f) aufge-
stellt
" ) = flwo) + f(w0) - (& — 20)
2 und dann als ,bessere Naherung*

| | | | | | fiir die gesuchte Nullstelle von
3 -2 \: V72 3 f(z) die Nullstelle x1 mit ¢(z;) =

- 0 dieser Tangentengleichung be-
4] rechnet, also:

. t(x1) =04 0= f(xo) + f'(wo) -
/ (z1 — o)
ik & ity =T = T
f(zo)

<~ T1 = Ty — Fzo)

0 @ fx)=* — 2 1(x)=4x-6|

Dieses Verfahren wird iterativ fortgesetzt, d.h. im néchsten (2.) Schritt spielt x; die
f(z1)

aen) berechnet,

Rolle des Startwerts zy und es wird die nichste Ndherung zo = z; —
allgemein wird aus der n-ten Néherung z,, die (n+1)-te Ndherung

f(zn)

T T )
n

berechnet.

Man erhélt so ausgehend vom Startwert x die Folge (2,)nen,-

Falls diese Folge konvergiert 2° gilt bei stetigen Funktionen f: I — R fiir den Grenzwert
Too = liMy, o0 Tpt f(Too) = 0, d.h. x4 ist eine gesuchte Nullstelle.

Konkret erhilt man fiir f(z) = 2% —2 mit Startwert zo = 2 im ersten Schritt des Newton-
Verfahrens

f () T3 —2 22 -2
T ) T T Tam T 2.2
2 1 3

und allgemein als ,Bildungsgesetz“ der Folge (2,)nen,

n+1 n f,(flfn) n an n 2 T,
also?!
Tn n 1 1( N 2 )
T = — = Z(Tn -
+ 2 T, 2 T

20Das Newton-Verfahren konvergiert, falls der Startwert g ,,geniigend nahe® bei einer Nullstelle liegt.
21 Diese letzte Formel z,, 11 = %(xn + %)nennt man auch Heron-Verfahren oder Babylonisches Wur-
zelziehen
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Man bekommt so ausgehend von zy = 2 die Werte x; = 1,5, x5 = 1,416666, 3 =

1,414215 und z4 = 1,414213 dies entspricht dem Wert der ,exakten* Nullstelle z = /2
auf 6 Nachkommastellen.

Das nachfolgende Beispiel zeigt, dass bei ,nicht ganz giinstiger* Auswahl des Startwerts
xg eine andere, als die ,néchstliegende* Nullstelle gefunden werden kann (wenn das Ver-
fahren iiberhaupt konvergiert):

Wir betrachten f(x) = z* — 52* 4+ 6x = z(z — 2)(z — 3) mit den Nullstellen bei z = 0,
xr = 2 und x = 3. Das Newton-Verfahren mit dem Startwert o = 0,9 liefert nicht etwa
eine der ,naheliegenden® Nullstellen x = 0 oder z = 2 sondern die dritte Nullstelle x = 3.

Newtonverfahren fiir f(x):x3 — 52+ 6-x, Startwert x, = 0.9
20 A

_10,

| ©  Niherungslosungen Graph(f) —— Kurventangentenl

Man bekommt ausgehend von xy = 0,9 die Werte z1 = 4,547, x5 = 3,752, x3 = 3,291,
xy = 3,069 und z5 = 3,069 dies entspricht schon recht gut dem Wert der ,exakten®
Nullstelle x = 3.

Wenn man den Startwert nur ein wenig variiert zu zy = 1 erhilt man nach nur einer
Iteration die Nullstelle x = 3! Dies verdeutlicht (auch im Fall der Konvergenz) die Ab-
hiangigkeit des Verfahrens vom Startwert xg.

175 Neunter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Newtonverfahren fiir f(x):)c3 — 5+ 6-x, Startwertx0 =1

24

|
I
|
I
|
I
|
I
0.5 |
I
|
|
1

) . :

X

l f(x) Tangente l
Mit Startwert x = 1 erhalt man nach 1 Iteration die Nullstelle x=3 von
f(x) =X =52 +6x

25 Hohere Ableitungen

25.1 Definitionen

Ist f: D — Rin D (global) differenzierbar, existiert die 1. Ableitung(sfunktion) f’ :

D — R mit f'(x) = limLi(x) fir jedes x € D.

t—x t —
Ist f': D — R eine stetige Funktion, nennt man f : D — R (einmal) stetig differenzier-

bar.

Definition:
N @) = fo) L .
Existiert fiir o € D der Grenzwert lim —————— so ist f in xy € D zweimal
T—T0 T — X
differenzierbar. ) ) o)
d°f f'(x) = f(zo
" _ - J — 7
f"(wo) = 12 (o) Ilggo R

heifit 2. Ableitung von fin xq € D.
Ist f' in jedem Punkt z € D differenzierbar, erhélt man die 2. Ableitung(sfunktion)

/0D R mit f/() = fim LD~ @)

t—x t—=x

fir x € D.

Bemerkung:

Fiir das "praktischer Rechnen'"bleibt alles beim Alten:

Es ist f”(z) = (f')'(z), d.h. man fasst f’ als eigensténdige Funktion auf und leitet diese
dann mit den bekannten Ableitungsregeln ab!

176 Neunter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Beispiele

filz) =23 = fl(z) =32* = f{(z) =3 (2z) = 6z

fo(z) =x-€" = fi(z) ="+ x-€"
= fil(z) =€+ €+ x-e® = 2" + xe”

f3(z) = sin(3z) = fi(x) = 3 - cos(3x)
= f{(z) =3 (—3sin(3z)) = —9sin(3z)
B 6x B 3z
2v3x2+1 322 +1
3. VBT T =32 ——r

32+ 1
(vV3x2 4+ 1)2

fa(z) =322+ 1= fi(x)

Quotientenregel = f(z) =

3x2
322 +1
NS
B V32 4+1-v3224+1— 322

(322 +1)v3z2 + 1

32 +1—

—3.

B 322 + 1 — 322
T B2+ 1)VBaP + 1
3

_ =3 (322 41)"2
(322 +1)v3x2 + 1 (82 )

Bemerkung:

Statt f”(x) schreibt man auch f@(z).

Diesen Prozess kann man jetzt iterativ fortsetzen, z.B. f(x) = 23, f/(z) = 32%, f"(x) =
6x und dann

43 Y — (g

gy = L 10 - 1)
—— dx3 toa t—=x
—F® ()

. 6t—6z . 6(t—ux)
= lim = lim =

twz t—x t—wr t—1x
Auch dies ist eine ,Anwendung® der Ableitungsregeln auf die ,eigenstindige Funktion“
f"(z) = 62!

Wir erhalten somit formal die

Definition:

Gegeben ist f: D — R, 2y € D. . )

f hat (n—1) Ableitungsfunktionen f’, f”, f” ..., f®=Y: D — Rmit D C D. Existiert
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~ (n=1) (1) — fn=1)(F
fiir zp € D C D der Grenzwert lim f (@) Ji (o)
T—T r — X9
differenzierbar.
" f FO (@) — fr()
(n) C = — (7 = 1i
f7 (@) = (o) = I P

heift n-te Ableitung von f in xy Ef?
Ist f™ Y in jedem Punkt x € D
tung(sfunktion) f™ : D — R mit

-
C

fir z€D

t—x t—=zx

25.2 Beispiele

1) f(z)=2"= f'(x) =n-z""
f”(33) =n- (n _ 1) . xn—Q
f///(x) = f(?’)(l‘) =n- (n _ 1) . (n . 2) 3
Man erkennt fiir k£ < n gilt

fO@)y=n-n—1)-(n—2)-...-(n—k+1)-z"*

und

fM@)=n-n-1)-n—-2)-...-2-1-2°
=n-(n—1)-n—-2)-...-2-1=n!

f)(x) =0, fOHR) () = 0 fiir alle k > 1

2) g(t) =sin(t) = ¢'(t) = cos(t)

¢'(t) = —sin(t)
¢"(t) = gO(t) = — cos(t)
g@() = —(=sin(t)) = sin(t) = g(¢)

Setzt man g()(t) = g(¢), so hat man

gO(t) =sin(t) fir n=4-k
) fir n=4-k+1
) fir n=4-k+2
) fir n=4-k+3
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3) h(z) = cos(z) = h'(x) = —sin(z)
h'(x) = ——cos(x)
h"(z) = h®(z) = sin(x)
¥ (z) = Cos( )
Wie im Beispiel 3) hat man mit 2(*)(z) = h(x) = cos(x)
hO(z) = cos(z) fir n=4-k
h'(x) = —sin(z) fir n=4-k+1
B'(z) = —C%() fir n=4-k+2
h"(z) =sin(z) fir n=4-k+3

h(”)(:v) =

4) u(s) = exp(s) = €’ = u/(s) = e*,u"(s) = ¢,
also u™(s) = u(s) = e* fiir alle n € N
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26 Eigenschaften differenzierbarer Funktionen

26.1 Extrema von Funktionen

Gegeben ist eine Funktion f : [a,0] = R, zg € [a,b].

Eine Umgebung U(zy) fiir einen ,inneren Punkt® zy € (a,b) ist ein Intervall der Form
(xo — €,x9 + €) C [a,b] fiir ein € > 0. Fiir die Randpunkte des Intervalls [a,b] hat man
Ula) =[a,a+¢€) C [a,b] bzw. U(b) = (b —€,b] C [a,b] fiir ein € > 0.

Definition:

Eine Funktion f: I = [a,b] — R sei gegeben.

a) f hat in zy € I ein relatives Maximum (relatives Minimum), wenn es eine
Umgebung U(zg) C I mit

f(xo) = f(z) bzw.  f(zo) < f(z)

fiir alle © € U(x) gibt. Ein relatives Extremum ist ein relatives Maximum oder ein
relatives Minimum.

b) f hat in zy € I ein absolutes Maximum (absolutes Minimum), wenn fiir alle
x e I gilt:
flxo) = f(z)  baw.  f(zo) < f(x)

Ein absolutes Extremum ist ein absolutes Maximum oder ein absolutes Minimum.

¢) Die Extrema einer Funktion sind die absoluten Extrema und die relativen Ex-
trema!

d) Ein Punkt (zo, f(z0)) € Graph(f) heist absoluter/relativer Hochpunkt, falls
f(z) in z( ein absolutes/relatives Maximum hat und absoluter/relativer Tiefpunkt,
falls f(x) in g ein absolutes/relatives Minimum hat. Hochpunkte und Tiefpunkte werden
auch Extremalpunkte genannt.
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Satz:

f:I=]a,b] — R seiin dem inneren Punkt z, € I differenzierbar und habe dort
ein Extremum; dann ist f'(z) = 0.

Der Graph(f) hat dann also in (zo, f(z¢)) eine waagerechte Tangente.

(relative) Extrema und waagerechte Tangente
5 —

-1 0 1 2
1 x
_27
_3,
_4,
® relative Extrema — 2. -3¢ 41

waagerechte Tangente waagerechte Tangente
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Beweis: In z( liege etwa ein Maximum vor. Fiir alle € I hinreichend nahe bei z ist
dann f(x¢) — f(z) > 0. Damit folgt

>0
. N Zahler und Nenner sind positiv;
. To) — T ’
0 < I fzo) =~ /() der Bruch ist daher insgesmt po-
z—20—0 Top— T ..
sit1v.
>0
= f'(z0)
>0
— Der Zihler ist positiv und der
= lim . f(zo) = (@) Nenner ist negativ; der Bruch ist
Tt Lo~ 2 daher insgesmt negativ.
<0
< 0
Wegen 0 < f'(z9) < 0 ist somit f'(z() = 0. qed.

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.
Beispiel: Die Ableitung f'(x) = 3z* von f(x) = 2 hat in 2o = 0 den Wert 0, jedoch hat

f dort kein Extremum.
3 -

-1-

[ ® (00

Graph(f)

Graph(f') |
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Satz (Kandidaten fiir Extrema):

Gegeben ist die Funktion f : I = [a,b] — R . zy € [ ist ein Kandidat fiir ein
Extremum, wenn gilt:
xo ist Randpunkt von [
oder g ist ein innerer Punkt von / und f'(z¢) =0
oder f(z) ist in zg € I nicht differenzierbar.

Beispiel:

a) Das absolute Maximum der Funktionen f(z) = 22° — 3z% 4+ 1 auf dem Intervall
[—1,+2] soll bestimmt werden: Das absolute Maximum liegt entweder bei einem
der beiden Randpunkte x = —1 oder x = 2, oder das absolute Maximum liegt
im Inneren des Intervalls; im zweiten Fall befindet sich das Maximum (da f(x)
(global) differenzierbar ist) bei einer der Nullstellen von f'(z) = 622 — 6z, d. h.
bei z = 1 oder bei x = 0. Der grofite Wert, den f(x) bei einen der vier in Frage
kommenden Punkten annimmt ist f(2) = 5, also wird das Maximum bei x = 2
angenommen.

-1 0 1 2
X
_1,
_27
_3,
_4,

| @ absolute Extrema @  relative Extrema Graph(f)l

b) Wir betrachten jetzt exemplarisch das folgende Beispiel
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Die dargestellte Funktion ist gegeben als
f: [—%,4] — R mit

z?, wenn —3 <z < 2
fl@) =43 -z, wenn 3 <z < 2;
—x2—|—7-x—% wenn 2 <z <4

Kandidaten fiir Extrema sind dann:

a) die Randpunkte z = —3 und z =4
b) die Stellen, an denen f(x) nicht differenzierbar ist, also z = £ und z = 2

2
¢) die Stellen mit f'(z) =0, also z =0 und = = 3

Die genauere Klassifizierung des Typs des Extremums diskutieren wir spéter!
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26.2 Der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz

Satz: (Rolle)
f:I=1la,bl — R seiauf I stetig und auf (a,b) differenzierbar; weiter sei f(a) = f(b).
Dann gibt es ein € € (a,b) mit

f'(€§) =0

Beweis: Die Idee des Beweises besteht darin, das Vorhandensein eines relativen Extre-
mums von f in I nachzuweisen. Man unterscheidet zwei Fille:

1. Sei f(x) = c die konstante Funktion; dann ist f'(x) = 0, und jedes £ € (a, b) leistet
das gewiinschte.

2. f sei nicht konstant. Wegen der Stetigkeit nimmt f auf I Minimum und Maximum:
seien x1,xy € I mit

fz) = min(f)  und  f(zs) = max(/)
Da f nicht konstant ist, folgt
min(f) # max(f)
— min(f) # f(a) = f(8) oder max(f) # f(a) = f(b)

Sei etwa min(f) # f(a) = f(b). Dann gilt auch fiir ; mit f(z;) = min(f)
T #a und x1 #b

Das heifst: 27 ist kein Randpunkt, und f(z;) ist somit ein relatives Extremum.
Daher ist f'(z1) = 0; man setze & = ;.

qed.

Beispiel:

1.) Veranschaulichung des Satzes: Unter den Voraussetzungen des Satzes von Rolle gilt:
Ist f(a) = f(b) so gibt es zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) (mindestens) einen Punkt
(&, f(€)) in dem Graph(f) eine waagerechte Tangente (Tangente mit Steigung 0)
hat.
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Satz von Rolle

1
\S]
<
1
—_
| (=}
<
\S]

f(x)

Die Funktion f(x) =x* —3x* + 1 im Intervall [ -2, 2]: Der Graph von
f(x), die Kurvensekante zwischen ( —2, f( —2)) und (2, f(2)) und
Tangenten parallel zur Sekante..

2.) Behauptung:
f(z) = 102 + 2z +3 ist injektiv.

Beweis: Es ist stets
fl(x) = 3022 +2 > 0

Annahme: Es gébe a,b € R mit f(a) = f(b) und a # b. Nach dem Satz von Rolle
gibe es dann aber ein £ € (a,b) mit f'(§) = 0; Widerspruch! qed.

Mit Hilfe des nichsten Satzes lisst sich auf einfache Weise noch zusétzlich das strenge
monotone Wachstum dieser Funktion nachweisen.

Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
f I =la,b] —» R sei auf I stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein

¢ € (a,b) mit
f(b) — f(a)

(3

Der Mittelwertsatz besagt, dass die Ableitung f’(x) den Wert des Differenzenquotient zu
(a, f(a)) und (, f(b))b im Intervall (a,b) annimmt. Anschaulich bedeutet dieses, dass
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es zur Kurvensekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) eine Tangente an Graph(f) gibt, die
Graph(f) in einem Punkt (&, f(§)) zwischen (a, f(a)) und (b, f(b)) beriihrt.

3n
4

Mittelwertsatz
1 ,
0.8
0.6 -
y
. -~
0.4 g
-~
~ .
-~
~
0.2 1 -
-~
-~
~
-~
O T T T T T 1
n = 3m oz 5n
8 4 8 2 8
x
©  Beriihrpunkt der Tangente Graph(f)
Tangente an Graph(f) — — Kurvensekante

Mittelwertsatz

100
80
y 60’

40

_60,

-80

o Bertihrpunkte
— — Kurvensekante - - - - -

f(x)=x"3-4x"2+5x-3

Tangenten
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Beweis des Mittelwertsatzes: Man setze (siche Abbildung ?7)

Dieses ist die Gleichun

b) — f(a g

o(z) = fla)+ w(x —a) der Sekanten von f(x)
—a durch a und b.

und
hz) = f(z) —o(z)
Dann ist
h(a) = f(a) — f(a) =0
) =50) - (@) + L =100 - )
=f(b) = f(b) =0
Nach dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ € (a,b) mit
h'(§) =0

qed.

Beispiel: Man betrachte nochmals die Funktion
fz) =102 +22+3 = f'(z) =302 +2 > 0

Behauptung: f ist streng monton wachsend.
Beweis: Seien x1, x5 € IR mit x; < x5 gegeben. Nach dem Mittelwertsatz des Differenti-
alrechnung gibt es dann ein £ € (x1, z5) mit

f(x2>_f(x1) — f/(f) > 0

Lo — X7

flza) = flw) o

To — I

Multipliziert man beide Seite dieser Ungleichung mit der positven Zahl x5 — x1, so erhilt
man

f(xa) = f(z1) > 0 = f(x1) < f(2)
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Beispiel: Sei f(x) = /z mit f'(z) = 1/(2y/z) und

1
T'(x) = v100 + (= — 100 5+

die Tangente an f(z) bei o = 100. Behauptung:

flz) < T(x) d h \/§<5+% fir 2 > 100

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € (100, z) mit
x) — f(100 1 1 1
F@=FO00) L 1 11
x — 100 2VE T 24/100 20

Die letzte Ungleichung gilt wegen £ > 100. Setzt man hier die Definition von f(z) ein:

Vo —10 1

<
x — 100 20

und multipliziert man beide Seiten dier Ungleichung mit der positiven Zahl x — 100, so
folgt
VE=10 < (z—100)5y

= VE < 10+ (z—100)55 = 5+ 45

Satz (Folgerungaus dem Mittelwertsatz):
f:(a,b) = R sei differenzierbar. Dann gilt

a) f ist konstant — [ =
b) f'(z) #0
fir alle 2 € (a,b) — f ist injektiv

c) f(x)=0 (f(z)<0)
fiir alle z € (a,b) <= f ist monoton wachsend (fal-
lend)

Q) f@)>0 (Flz)<0)
fir alle z € (a,b) —> f ist streng monoton wach-
send (fallend)

Beweis: a) Ist f konstant, so ist bekanntlich f* = 0. Es sei nun f’ = 0 vorausgesetzt. Zu
zeigen ist: fiir x1,x9 € (a,b) ist stets f(x1) = f(xq). Ist 21 # x9, so gibt es nach dem
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Mittelwertsatz ein & € (a,b) zwischen z; und xo mit
fla2) = fla1) = (22 — 1) ['(€)
— flz2) = f(z1) =0 wegen f' =0
= f(z2) = fla1)

T2

b) Seien x1, x5 € (a,b) mit x; # xo. Mit einem £ zwischen z; und x9 gilt dann
fla2) = f21) = (w2 —21) f'(§)
— fl@2) = f(z1) # 0 wegen ' #0
und  (x9 —x1) #0

= f(z2) # f(21)

c) [/ > 0 sei vorausgesetzt. Zu zeigen ist das monotone Wachstum von f. Seien dazu
x1, 22 € (a,b) mit 21 < xo. Mit einem & € (1, x2) gilt dann

flx2) = flz1) = (22— 1) (€
—— =~

— f(x) — fla1) > 0 .
= f(r1) < f(z2)

f sei nun als monoton wachsend vorausgesetzt. Dann ist fiir zg,z € (a,b) der Differen-
zenquotien stets nicht negativ:

f(zo) — f() >0
To— X
Diese Ungleichung bleibt beim Grenziibergang x — xy erhalt, daher ist auch

i L) = J(@)

T—x0 To— X

= f(w0) >0

d)f" > 0 sei vorausgesetzt. Zu zeigen ist das strenge monotone Wachstum von f. Seien
dazu z1, 9 € (a,b) mit 1 < xo. Mit einem £ € (1, x2) gilt dann

f(x2) = f(z1) = (22 — 1) - f/(g)
S———

>0 >0

= f(w2) = f(z1) > 0

= f(z1) < f(x2)

qed.

Bemerkung: Die Umkehrung der Aussage d) gilt nicht. Beispiel: Die Funktion f(z) =
ist streng monoton wachsend, jedoch ist f'(0) = 0.
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Beispiele:

1
1+x2

1. arctan’z = > 0 fiirallez € R = auf R ist f(z) = arctan z streng monoton

wachsend.

2. tan’z = 1+ tan®x > O fiir alle z € (=%, %), da f(z) = tanx auf diesem Intervall
differenzierbar ist, ist f(z) = tanz dort streng monoton wachsend.

3. Wo ist f(z) = sinxz monoton wachsend? Dies ist genau dort der Fall, wo f'(x) =
cosx > 0 ist, ndmlich auf den Intervallen (2nm — 7,2n7 + ) firn € Z .

Bemerkung: Haufig bietet sich bei der Anwendung des Mittelwertsatzes die folgende
Schreibweise an: (x; < x2)

f(w2) = f@1) = (22 — 21) - ['(§)
— b () mit =2 — o
=h- f'(x1+(xg — 21)) mit 0<9<1
— - f'(z1 + OR)

Dabei ist
& = a1+ Hag — 19) und V= {—m
To — 1
Beispiel: Es ist
72
costl—g fir z >0

Beweis: Sei x > 0. Die Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion

$2

f(z) = cosz — (1 — 5)

und die Punkte x und 0 liefert mit einem 49 zwischen 0 und z

f(@) = f(z) = f(0) = = f(Jx)
x - (—sin(dx) + vx)

= _x (Y —sin(dz))
>0 0
> 0
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Man beachte dabei, dass aus geometrischen Griinden fiir y > 0 stets siny < y ist. Mit
y = vz folgt daraus

sin(Vz) < dxr = Yz —sin(dz) > 0

Aus f(z) > 0 fiir x > 0 folgt nun schlieklich

$2

COSZL‘Zl—? fir >0

26.3 Zusatzmaterial: Der zweite Mittelwertsatz der Differential-
rechnung

Satz (Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Die beiden Funktionen f,g: I = [a,b] — R seien auf [ stetig und auf (a, b) differenzier-
bar; zusétzlich sei ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b). Dann gibt es ein £ € (a,b) mit

) - fla) _ 11©)

g(b) —gla)  g'(&)

Beweis: Man setze

und

W) = f(z) — (@)
Man beachte dabei, dass wegen ¢'(x) # 0 fiir € (a,b) auf Grund des ersten Mittelwert-
satzes g(a) # g(b) ist. Es folgt nun

h(a) = f(a) = f(a) =0

=f(b) = f(b) =0
Nach dem Satz von Rolle gibt es daher ein £ € (a,b) mit
(&) =0
=J(&) = ¢'(¢)
-0~ f=lioe
f1€) _ f(b) = f(a)
= 7 " 9b) =gl
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qed.

26.4 Regeln von Bernoulli-1‘Hospital

Satz (Regeln von Bernoulli-’'Hospital) Die beiden Funktionen f,g: I = [a,b] — IR seien
auf [ stetig und auf (a, b) differenzierbar; zusitzlich seien g(x) # 0 und ¢'(x) # 0 fiir alle
x € (a,b) mit x # xy. Es gelte auferdem: lim,_,,, f(z) = lim,_,,, g(x) = 0. Dann gilt

lim M = lim )

z—x0 g(x) T—T0 g’(x)

vorausgesetzt, dass der Grenzwert auf der rechten Seite existiert. Die Aussage bleibt giil-
tig fiir I = (a, +00) und lim,_, 1, sowie I = (—o0,b) und lim, , .

Ebenso gilt die Aussage, wenn die Bedingung lim,_,,, f(z) = lim,_,,, g(z) = +00 bzw.
limy sq, f(x) = lim, ., g(z) = —oco erfiillt ist. *

Beweisidee:
Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass f(z9) = g(x¢) = 0 gilt; dann erhélt man mit
Hilfe des 2. Mittelwertsatzes

0

~ =
tim L&) _ g S 20 gy J@ = S@0) g )
T—z0 ( ;E) T—T0 g(,j(:) -0 T—T0 /-/0\\ T—T0 g/(Z)

9'(x) — g(xo)
fiir ein z zwischen x und z,. Da 2z zwischen = und z¢ liegt gilt lim,_,,, < lim,,,, also
hat man

=~
f@) o T@ =0 f@) = F) o fE) o FE) e f@)
:cl_ﬁco g_l') - xllgclo g(l’) — - xllg;lo /-/0\ - xllmg m = zlig;lﬂ g,<Z) = x]_m() M

Beispiele:

1) Wir betrachten f(z) =e* — 1 und g(x) = x mit 2o = 0. Es ist lim,_,o(e* — 1) =0
und lim, ,ox = 0, die {ibrigen Voraussetzungen des Satzes sind auch erfiillt, also
gilt:

o er—1\ __1: et e’ 0 _
hmx_m(T) = llmx_m T =71 = e’ =1

22Falls jetzt f'(z) und ¢'(x) weiter alle Voraussetzungen des Satzes erfiillen, kann man den Prozess

% = limg_,q, % = limg_,q, ch,,:—g;"g Dieses Vorgehen kann - solange die Vor-
aussetzungen des Satzes erfiillt sind - iterativ fortgesetzt werden, bis die Grenzwertberechnung mit

algebraischen Mitteln mdglich ist.

fortsetzen: limg,_,,,
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2) Wir betrachten f(r) = sin®(z) und g(x) = 22 + 5z mit o = 0. Es ist
lim,_,osin?(x) = 0 und lim,_,o 22 + 5z = 0, die iibrigen Voraussetzungen des Satzes

sind auch erfiillt, also gilt:

. sin?(x) c 2-sin(x)-cos(x) 2-0-1 0
hmx—>0($2+5z) - hmaz—)O 2%Z+5 = =5 = 0

3) Wir betrachten f(x) = Wlmﬂ und g(x) = m++1 mit zy — +00.
Es ist limg_, o m =0 und lim,_, x%ﬂ =0,
die iibrigen Voraussetzungen des Satzes sind auch erfiillt, also gilt:

; @)y 2241 _ s 22 _ 7 2 _
llmx_H_oo(m) = llmx_)_;,_oo B hmx_>+00 32215 hmx_>+00 6r 0

4) Wir betrachten f(z) = tan(3x) und g(z) = tan(5z) mit zo — 7.
Es ist lim, = tan(3z) = +oo und lim,,z tan(5z) = +o0,
die iibrigen Voraussetzungen des Satzes sind auch erfiillt, also gilt:

. tan(3z)y __ 1; (cos®(52))5 _ 5 13 cos(3z 5 1 —3sin(3z)
llmzﬁg(tan(a@)) — llmxﬁg (6082(3:)3)).3 = g . hma;_)g COS(5x) — § . ]_lrn_$_>g 755111(51)

c sin(3z) __ sin(30)
—lmez G = —mEn = 1 L

27 Taylorpolynome und der Satz von Taylor

27.1 Definition und erste Beispiele

Wir werden jetzt mit Hilfe der Ableitungen f*)(xy) einer Funktion f(z) ein Polynom in
x — xop angeben und den Zusammenhang zwischen diesem Polynom und der gegebenen
Funktion f(z) kléren:

Definition: (Taylorpolynom)
Gegeben ist eine Funktion f: D - R, xg€ D.
f ist in xy n-mal differenzierbar. Dann heifst das Polynom

f//(x())
2!

T.(f;20)(x) = f(20) + f’(%) (z—x0) + Az — 330)2 4+ ..+

n
-3 k(!%) (x = w0)"
k=0

das Taylorpolynom n-ter Ordnung von f mit Entwicklungspunkt z,.
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Bemerkung und Beispiel:

1) Ti(f;20)(z) = f(@0) + ['(0)(z — zo)
ist die Gleichung der Tangente an Graph(f) im Punkt P(z, f(x)). Das ist die
beste (affin)lineare Niherung (Approximation) an f bei x,!

2) T,(f;x0)(z) ist die beste Ndherung (Approximation) an f bei 2y durch ein
Polynom vom Grad n!

3) flx)=€", =0
Es ist f®)(z) = e® also f®(0) = € = 1 fiir alle k € Ny und damit

n

n (k)
T.(e%;0)(z) = Z / '(0) (- 0)fF = L. "

k! k!
k=0
n l’k . 172 ZL‘S "
—kZH— +$+a+§+...+m
=0

Taylorpolynom zu f(x)=exp(x) mit Entwicklungspunkt x, =0

v -1 0 I 2

[ e P00

Taylorpolynoms 3. Ordnung f(x)=exp(x) |

4) f(z) =sin(z), xo=0
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k| f®(@) | f20)
0| sin(x) 0

1| cos(zx) 1

2 | —sin(z) 0

3| —cos(z)|l -1
4| sin(z) 0

= f®)(0) =0 fiir gerade k also k = 21

+1
f®(0) = { ) fiir ungerade k also k = 21+1 und zwar f*+9(0) = (-1)!

damit

3 5 £ x

) T
T (sin(@);0)(z) = =+ 2= 244 (C)P
2l+1

_Z 2l+1

Taylorpolynom zu f(x)=sin(x) mit Entwicklungspunktx, =0
1 -

0.5

4>|;,
1
N|;|
1
a7
~la A
W
a
a

= la
|

~0.5 1

_1,

[ o P00 Taylorpolynom 5. Ordnung f(x)=sin(x) |

5) f(z) =cos(z), xog=0

196 Zehnter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

k| f®() | f®0)
0| cos(z) 1

1| —sin(x) 0

2| —cos(z)| -1

3| sin(z)

4| cos(x) 1

= f®)(0) = 0 fiir ungerade k also k = 21+1

+1
f®(0) = { ) fiir gerade k also k = 21 und zwar f)(0) = (—1)"

damit ) A ) )
x T x ="
To,(cos(z);0)(z) =1— =+ —— —+ ... —1)"
an(c0s(z); 0) (@) ST TR e o
n 2l
=21 G
1=0 ( )'
Taylorpolynom zu f(x)=cos(x) mit Entwicklungspunkt X, = 0
2,
y
N
4 4

f(x)=cos(x) |

[ o PO,

Taylorpolynom 4. Ordnung

6) Wie sieht das aus, wenn der Entwicklungspunkt verédndert wird?
f(x) =sin(x), z¢=m/2
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k| fW() | fW(x/2)
0| sin(x) 1

1| cos(x) 0

2 | —sin(z) -1

3 | —cos(x) 0

4| sin(z) 1

= f®)(0) = 0 fiir ungerade k also k = 21+1

+1
f®(0) = ) fiir gerade k also k = 21 und zwar f)(0) = (—1)"

damit

TM(sir;(x);wZ;if) — 1 - (‘”_27;/2) + (x_47;/2) - (x_g/z) TR
SRy Y

o\ (z —m/2)”

=2

Taylorpolynom zu f{x)=sin(x) mit Entwicklungspunktx, = %

Taylorpolynom 2. Ordnung f(x)=sin(x)

* P11
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27.2 Der Satz von Taylor

Satz: (Satz von Taylor/Taylorformel)

Gegeben ist f: D — R, g € D.

f ist auf D (n+1)-mal differenzierbar.

Dann gilt fiir jedes x € D mit [z, x9] C D bzw. [z, 2] C D:
Es gibt ein T zwischen x und zy mit

— . f(n—H)(f) n+1
f(z) =T.(f;20)(z) + m(x :)1‘0) .
= f(xo) + f'(xo)(x — o) + ... + / n(!l‘o)(x —xo)" + JznTi)x‘)(x — z9)" M

Bemerkungen und Beispiele:

Der Satz zeigt, was das Taylorpolynom mit der Funktion zu tun hat!

a) Der Fehler, der entsteht, wenn man f(x) durch das Taylorpolynom T,,(f;zo)(x)
ersetzt, ist
fr(z)

g N _ n+1
(n+ 1)! [z = ol

|[f () = Tn(f; 20)(2)] = ‘

Der Fehler hingt damit wesentlich von |z — x| also dem Abstand von x
zum Entwicklungspunkt x, ab!

b) Was heift das konkret? Wir betrachten ein Beispiel:

Gegeben ist die Funktion

f:D—=R, f(x)=vV4—2?

der zugehorige Graph ist der obere Halbkreis mit Radius 2
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Oberer Halbkreis: Graph von f(x)=y/ 4 — x*

® PO2— fx)=/4—2 |

Mit zunehmender Ordnung ndhern sich die Graphen der Taylorpo-
lynome in der "Nihe'"des Entwicklungspunkts z; immer besser dem
urspriinglichen Graphen, also dem Halbkreis, an.

Wir berechnen und betrachten dazu die zugehorigen Taylorpolynome 1. Ordnung,
2. Ordnung und 6. Ordnung mit Entwicklungspunkt xq = 0:

Der Graph des Taylorpolynoms 1. Ordnung entspricht der Kurventangente
an Graph(f) in ('T07 f(.l’o) = <O72)7
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Taylorpolynom 1. Ordnung zu f(x)=/ 4 —x*> mit Entwicklungspunkt

xOfO

| ® P02 — fx=/4—2 Taylorpolynom 1. Ordnung

der Graph des Taylorpolynoms 2. Ordnung entspricht der quadratischen Parabel
1
Ta(f;0)(z) =2 — ;- a2,

4
Taylorpolynom 2. Ordnung zu f(x)=/ 4 —x*> mit Entwicklungspunkt

x, =0
0
1 ,

-4 -2 -1 0 1 2 4
X
-1
e

Taylorpolynom 2. Ordnung

® P02 — fix=/4—2

Zum Abschluf zeigen wir noch das Taylorpolynom 6. Ordnung mit Entwicklungs-

1 1 1
punkt zo = 0 niimlich Ta(f;o)(fl?) =2 — Z_l L2 — 6_4 . g;453. 26
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Taylorpolynom 6. Ordnung zu f(x)=/ 4 —x*> mit Entwicklungspunkt

x0:0

Taylorpolynom 6. Ordnung

® P02 — fx=/4—2

28 Kurvendiskussion, Extremwerte und Wendepunkte

Gegeben sei eine bis auf Polstellen stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall
I=la,BCR
f:I—1R,

die auf dem zugehorigen offenen Interval (o, 5) bis auf Polstellen mindestens einmal
stetig differenzierbar ist. Das Ziel der Kurvendiskussion besteht darin, dass Verhalten
der Funktion f zu beschreiben. Bei der Kurvendiskussion untersucht man die folgenden
Punkte:

Nullstellen und Polstellen Die Zahl zy € I heiftt Nullstelle von f: I — IR, falls

Die Zahl zy € I heilt Polstelle von f : [ — IR , falls fiir die einseitigen Grenzwerte
lim f(x) = +oco0 oder lim f(x)= $oo gilt.

r—xot T—x0 "
Monotonie Bei der Monotonie verwendet man die Aussagen
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f(z) ist monoton fallend. & flx) <0

f(z) ist monoton wachsend. < f'(z) >0

f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0) = f(x)ist streng monoton wachsend
(bzw. fallend).

28.1 Klassifikation von Extrema

Bei den Extremwerten sind insbesondere die lokalen Minima und Maxima von Interesse:

f(z) besitzt in x, ein lokales
Minimum oder Maximum.

= f/(l’()) =0

|
I

Zo

Die Umkehrung dieses Satzes gilt leider nicht (Musterbeispiel: f(z) = z3 mit zy = 0);
wenn man eine Nullstelle der ersten Ableitung gefunden hat, so ist noch nicht gewahrleis-
tet, dass f(z) dort einen Extremwert besitzt. In einigen Féllen hilft aber die Betrachtung
der zweiten Ableitung.

Satz:(,,Schulkriterium® zur Klassifikation von Extrema)
f(z) sei zweimal stetig differenzierbar. Weiter sei 2 € (a, §) mit f'(z) = 0. Dann folgt

f"(xg) >0 = f(x) besitzt in z¢ ein Minimum.
(o) <0 = f(x) besitzt in zo ein Maximum.

Beispiel: Fiir f(x) = cos(x) und xy = 0 hat man f’(0) = —sin(0) = 0 und f”(0) =
—cos(0) = —1 < 0. Mit Hilfe des Satzes folgt hieraus die bekannte Tatsache, dass der
cos im Nullpunkt ein Maximum besitzt.

Beweis: Ergibt sich als Spezialfall aus dem allgemeineren Kriterium, siehe unten.

Was ist, wenn auch noch f”(xy) = 0 ist?” Um noch eine allgemeinere Aussage als die des
letzten Satzes herleiten zu konnen, werden als grundlegende Beispiele die Funktionen

f(r) = c+a-(x—x9)" mit a,c,rp€ R, neIN und a#0 (28)

betrachtet.
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1. Sei zundchst n € IN gerade, dann gilt:

fl@)=c+a-(z—x)"
a<0 = f(r) besitzt
in xg ein lokales Maxi-
mum.

|

I
Zo

Begriindung: Fiir  # xg ist wegen a < 0 und wegen des geraden Exponenten n der
Ausdruck a - (z — x0)" negativ; damit ist f(z) =c+a- (v —x9)" < c= f(xo).

c -+ .
f@)=c+a-(x—x)" a>0 = f(z) besitzt
in zg ein lokales Mini-
mum.
|
I
To

Begriindung: Fiir x # xq ist wegen a > 0 und wegen des geraden Exponenten n der
Ausdruck a - (z — xo)" positiv; damit ist f(z) =c+a- (x —x0)" > ¢ = f(x0).

2. Ist n € IN hingegen ungerade, so gilt:

f(z) besitzt in xy kei-
nen Extremwert.

Begriindung: Im Falle a > 0 ist fiir ungerades n € IN und fiir x < zy der Ausdruck

a- (z — x9)" negativ und damit f(z) =c+a- (z — x0)

n

< ¢ = f(xg). Ist dagegen

x > xg, S0 ist a - (z — xo)" positiv und damit f(z) =a-(z —x)" +¢ > c= f(xo).
Dieses bedeutet, dass links von zy Werte angenommen werden, die kleiner als f(zo)
sind und rechts von zy Werte angenommen werden, die grofer als f(xq) sind. Die
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Funktion f(x) besitzt daher keinen Extremwert in z. Fiir den Fall a < 0 folgt diese
Aussage entsprechend.

Diese Beispiele bilden die Grundlage des folgenden Satzes

Satz:
Sei f(x) n-mal stetig differenzierbar mit n > 2. Sei weiter xy € (a, §) mit
flwo) = f"(x0) = fP(zo) = ... = fOD(xo)
und  f(z0) # 0
Dann gilt:

n ist gerade und f(™(z9) >0 = f(z) besitzt in x4 ein lokales Minimum.
n ist gerade und f™ (1) <0 = f(z) besitzt in 2 ein lokales Maximum.
n ist ungerade = f(z) besitzt in xy keinen Extremwert.

Bemerkung:

a) Gilt f'(x¢) = 0 und will man wissen, ob die Funktion f(z) in xy ein lokales Mi-
nimum, Maximum oder keines von beiden besitzt, so muss man aufgrund dieses
Satzes die erste der Ableitungen f@(z), f®)(x), f®(x), ... von f(x) bestimmen,
die in xy keine Nullstelle besitzt.

b) Das ,Schulkriterium® beruht auf dem einfachsten Fall: n = 2, f”(x¢) # 0

Beweisidee des Satzes: Der Beweis erfolgt durch Riickfithrung auf die obigen Beispiele;
man nimmt dazu eine Taylorentwicklung von f(z) um zo vor. Mit dem (n — 1)-ten
Taylorpolynom und dem (n — 1)-ten Restglied zum Entwicklungspunkt zq gilt fiir f(z)
die Darstellung:

flx) = Thoa(xo, ) + Ren-1)(0, )

= f(zo) +Z

Diese Summe verschwindet, da nach Voraussetzung die ersten n—1 Ableitungen von f(x)
bei xy verschwinden. Fiir das (n—1)-te Restglied setzt man die Lagrangesche Darstellung
ein:

(n)
f@) = S + Iy
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Dabei ist £ € IR ein Wert zwischen x und xy. Da es hier nur auf lokale Extrema ankommt,
kann man annehmen, dass x sehr dicht bei z( liegt. Dann liegt auch £ in der Nahe von
1. Wegen der Stetigkeit von f(z) gilt dann auch

FME) ~ f™(20) (zumindest haben f(€) und f™(z,) das selbe Vorzeichen!)

Setzt man diese Ndherungsgleichung in die obige Restglieddarstellung ein, so erhélt man
fiir f(z) die Darstellung

f(n) (z0)
n!

f(@) = [f(zo) +

Dieses ist eine Funktion der Gestalt ¢+ a - (z — )"; hier lassen sich somit die Beispiele
(28) anwenden, indem man

(x — )"

(n)
¢ = f(zrg) und a = [ o)
n!
setzt. Man beachte dabei, dass a und £ (x¢) dasselbe Vorzeichen besitzen. qed.
Beispiel: Bei der Funktion
f(z) = 2% -sinz

rechnet man nach, dass
F(0) = f'(0) = f"(0) und f@(0) = 24 >0

gilt. Mit Hilfe des Satzes folgert man, dass f(x) = 23 - sinz bei 2o = 0 ein Minimum
besitzt.

28.2 Klassifikation von Wendepunkten

Wendepunkte geben eine Tendenzwende beim Wachstum einer Funktion an. Das Mus-
terbeispiel fiir einen Wendepunkt stellt bei ungeradem n € IN mit n > 3 die Funktion
f(x) =c+a-(x—xp)" dar:

flx)=c+a-(x—mzo)"

f(x) besitzt in xg
einen Wendepunkt.
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Bis zum Punkt zo nimmt die Steigung von f(x) =c+a-(z — z9)" ab, von xy an nimmt
die Steigung von f(z) wieder zu.

Die Definition des Wendepunktes lautet:

Definition:
xo € (o, B) heikt Wendepunkt von f(z), wenn f'(z) an der Stelle zy einen Extremwert
besitzt.

Bemerkung: Bei einem Wendepunkt an der Stelle 2 besitzt die erste Ableitung f'(x)
nicht notwendigerweise eine Nullstelle (Beipiel: f(z) = 23 + x besitzt in xy = 0 einen
Wendepunkt, gleichzeitig gilt f/(0) = 1.)

Gilt bei einem Wendepunkt zusétzlich f'(zg) = 0, so nennt man diesen Punkt Sattel-
punkt.

Wendet man den Satz von Seite 205 auf f'(x) an, so folgt aus der Definition des Wende-
punktes unmittelbar:

Satz:
Sei f(x) in zg € (o, B) n-mal stetig differenzierbar mit

['(@o) = f"(xo) = fO(x0) = ... = fO7 D (x0)
und £ (z) # 0

Dann besitzt f(x) in zy genau dann einen Wendepunkt, wenn n ungerade ist.

Beispiele:

1) Bei der Funktion f(z) = sin(x) gilt
sin”(0) = —sin(0) = 0 und sin®(0) = —cos(0) = —1#0
Folglich besitzt f(z) = sin(z) an der Stelle g = 0 einen Wendepunkt.
2) Wir betrachten die Funktion f(z) = z*
=f'(z)
PN
notwendige Bedingung: f/(z) =0 < 42° =0 < 29 =0
f"(x) = 1222, f"(xo) =0 — "klassisches Schulkriterium"hilft nicht weiter
f"(z) = 24z, f"(zo) =0, f@(z)=24
= fW(zg) =24 >0, n =3 (n+ 1= 4)ungerade

= f hat in xy = 0 ein (lokales) Minimum

207 Zehnter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Wegen f(z) = ' > 0 = f(0) fiir alle z € R, ist dies ein globales (absolutes)
Minimum.

f(0) = 0 = Tiefpunkt 7°(0,0) € Graph(f)
3) Wir betrachten die Funktion g(z) = 4 - 2® - exp(—2?)

=¢'(x)

A

notwendige Bedingung: ¢'(z) = 0 < 122%™ — 8z'e " =0
& 4z2e7® . (3 —222) =0

damit erhélt man als Kandidaten fiir (lokale) Extrema:

3 3
1’1:07332:— §,x3:+ 5

¢"(z) = 24ze™ — 24g3e™*" — 3223 + 1625~
= 24ze™*" — 5623 + 162%™
= 8ze (3 — 7x% + 22%)
g"(z1) = ¢"(0) = 0 — "klassisches Schulkriterium"hilft nicht weiter

g'(22) = ¢"(~ §>:—8-\/§€5<3—7§+2‘ @) )
3

3 .6 21 9 \/3—
= —8 - —€ 2(—— — —:24 — 2
8\/;6 A=t o) e 2 >0

n =1 (n+1=2) ungerade = ("Klassisches Schulkriterium")

w

3
g hat bei zy = —\/; ein (lokales) Minimum.

3 2 3
3 \/5 = 3 3 \/5 -
" — ) = R.4/ = 23 —-7.-—4+92.| = = — 944/ —e2
g"(x3) = ¢"(+ 2) 8 26 (3-7 2—1— <2>) 26 <0

n=1(n+1=2) ungerade = ("Klassisches Schulkriterium")

g hat bei x3 = +\/§ ein (lokales) Maximum.

Zuriick zu x; = 0:

g"(x) = 8e7%" (3 — 7?4 2z%) — 1622~ (3 — 722 + 22*) + 8zxe™ (— 14z + 823)
= g"(1) = ¢(0) = 24 £

n=2(n+1=3) gerade = ¢ hat bei 21 = 0 kein Extremum, Graph(g) hat
dort einen Sattelpunkt.
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1.5

0.5

® Tiefpunkt/Hochpunkt ~ ®  Sattelpunkt
- f(x):4-x3 -exp( —x2)

29 Stammfunktion und Unbestimmtes Integral

Definition:
Gegeben sei die Funktion f : I = (a,b) — IR . Eine Funktion F' : I — IR heifst
Stammfunktion von f, falls /' auf I differenzierbar ist und

fiir alle x € I gilt.

Bemerkung
Sucht man also eine Stammfunktion zu einer gegebenen Funktion f : I — IR , muss man
folgende Frage beantworten:

Welche Funktion F': [+ IR ergibt beim Differenzieren/Ableiten
f I — IR 7 Stammfunktionen berechnen ist also in diesem Sinn die Umkehrung
zum Differenzieren/Ableiten

23Im Schiilerjargon sagt man deshalb auch ,,aufleiten‘!
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Beispiele:

fi(zr) =3 = Fi(z) = 3z denn Fi(r) =3
aber auch Fi(z) = 3z — 10 denn F{(z) =3

fa(x) = exp(2x) = Fy(x) = 1/2 - exp(2z) denn Fi(x) = exp(2z)
fs(z) = =3 cos(x) = F3(x) = —3sin(z) denn Fj(z) = —3cos(x)

falz) = 2™ = Fo(z) = Z52™" denn F(z) = =5 - (n + L)z = "

Satz: (Beweis durch Ableiten!)

1) Sind F,G : I — IR Stammfunktionen von f,g: I — IR, dannist « F+5G : I — R
eine Stammfunktion von af + fg: [ — R fiiralleag e R .

Beispiel:

af(z) + Bg(z) = 32> + © = aF(z) + BG(z) = 2 + 12°

2) Durch ,Lesen einer Ableitungstabelle von links nach rechts” erhélt man sofort fol-
gende Tabelle:
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Funktion f Stammfunktion F Definitionsbereich
k+1
l’k, k e H\IO ka/’j——f—]_ reR
k41
I’k,k:—2,—3,... ]fx——'—l I’;éo
1 log |z| = In(x) z#0
xa—l—l
x“,aEIR,a#—l aF1 x>0
1 5 arctan reR
1+
1 arcsin x lz] <1
V1—2?
exp T exp x relR
sin x —CcosT reR
cos T sin reR
1
— cot km, ke Z
e cotx x#km, ke
1 1
t k+s5)m, ke Z
- an x v# (k+35)m k€
sinh x cosh reR
cosh x sinh x reR

Beispiel:
flz)=2- # + /3 -sin(z) + 12 = F(z) = 2 - arctan(z) — v/3 - cos(x) + 12z

Satz:
Die Funktionen F; und F; seien beide Stammfunktion der Funktion f: I = (a,b) — IR .
Dann unterscheiden sich F} und F5 nur um eine Konstante: Es ist fiir alle x € 1

Fi(x) = Fy(z)+c¢  mit einer Konstanten c¢e€ R
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Beweis: Man betrachte die Funktion G(z) = Fi(z) — Fy(x); fiir G folgt:
G'(x) = F(r) - F()
= flx) - [f(2)
=0

Siehe die Folgerung aus dem 1. Mittel-

= G(r) = ¢ (ceR) wertsatz der Differentialrechnung!

= Fi(z) = F(z)+c

Bemerkung zur Schreibweise: Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(z) folgt aus dem eben
bewiesenen Satz, dass jede andere Stammfunktion von f(z) die Darstellung F'(x) + ¢ mit
einer geeigneten reellen Konstanten c hat.

Fiir die "Menge aller Stammfunktionen"der Funktion f(z) schreibt man?

/f(m) dz

Dieser Ausdruck heiftt das unbestimmte Integral von f. Fiir eine gegebene Stammfunktion
F von f ist dann auf Grund des vorherigen Satzes

4

/f(x)d:v = F(z)+c¢

mit einer Konstanten ¢ € IR .%°
Das Zeichen | heift Integralzeichen, f(z) heift Integrand und z ist die Integrati-
onsvariable.

Beispiele:

1. /($2+x+2)dx:%x3+%x2+2x+c
Probe: F(x) = §$3+%x2+2x:>F/($) =2’ +1+2= f(z)

2. /Cos(:zc) dz =sinz + ¢

Probe: F(z) = sin(x) = F'(z) = cos(z) = f(x)

24Die Herkunft der folgenden Namen und Bezeichnungen wird spiter geklért!
25 Als Probe muss man nur nachrechnen, dass F'(z) = f(x) gilt.
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3. /sin(a:) dr = —cosz+c¢

Probe: F(x) = cos(z) = F'(z) = —sin(x) = f(x)

4. /exp(Zx) dz = % -exp(x) + ¢
Probe: F(z) = 5 - exp(z) = F'(z) = exp(z) = f(z)

30 Das bestimmte Integral

—— Graph(f) [l Fliche F

Ziel: Man will den Flacheninhalt der Flache ' unterhalb des Graphen der
Funktion f mit f(z) > 0 zwischen den Punkten a und b berechnen.

Sei zunéchst f(z) = ¢, ¢ > 0 eine konstante Funktion.
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Graph(f) zu f(x)=c Il Fliche F |

Der Flicheninhalt der Fléche betrigt hier F'=c¢- (b — a).

Der allgemeine Fall soll auf diesen speziellen Fall zuriickgefiihrt werden.

Man bildet dazu eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b]:

Z: xp=a< 21 < T < ...<xp1 <xp=0>

und dazu die sognannte Untersumme S,;:

Su(Z) =Y miw;—xiy)  mit  my=_inf (f)

i=1 (i1, 7]
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Fiir die Fliche F' erhilt man die Abschitzung

F > 5,(2)

Ebenso erhilt man die Obersumme S,:

40

So(Z) = ZMz(% — Ti 1) mit M;= sup (f)

(i1, 7]
Fiir die Fliache F' gilt insgesamt die Abschitzung

Su(Z) < F < S,(2)

Man hofft, dass bei immer feiner werdenden Zerlegungen Unter— und Obersumme sich
einander anndhern und dabei gegen die Fliche F' als gemeinsamen Grenzwert streben.

In der Tat erkennt man sehr leicht, dass fiir die durch Hinzunahme eines weiteren Punktes
aus Z entstandene feinere Zerlegung

1
*
Z* = (xo,xl,...,xj,l,x,xj,...,xn,l,mn)

gilt:
Su(Z) < Su(Z27) < 5,(2%) < S,(2)

D. h. der Abstand zwischen der Untersumme und der Obersumme ist durch die Verfei-
nerung u. U. geringer geworden.

Fiir die Untersumme wird die Ungleichung S,(Z) < S,(Z2*) durch die Abbildung 1
deutlich.

215 ElLfter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

) 40

0 /,15 BT 5 0 5 10 15 -20 If15 -10 5 0 5 10 1t

Abbildung 1: Vergréherung der Untersumme bei Hinzunahme des weitern Zerlegungs-
punktes x

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen den Ann&herungsprozess zwischen Ober- und
Untersumme bei der Hinzunahme weiterer Teilpunkte (von n=15 auf n=30 Unterteilun-
gen des Intervalls) am Beispiel von f(x) = sin(z) mit a = g = 0 und b = z,, = 7.

Obersumme-Untersumme bei 13 Unterteilungen
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|

CEIE
wa
b
o

0.4

Bei 15 Unterteilungen erhélt man die Werte S,(Z) = 1,7844 und S,(Z) = 1,8935; bei 30
Unterteilungen erhélt man S,(Z) = 2,1029 und S,(Z) = 2,2021. Die blau dargestellten
Rechtecke reprasentieren die Differenz zwischen Ober- und Untersumme, diese Differenz
ist im Fall von 15 Unterteilungen S,(Z) — S,(2) = 0,1091 und bei 30 Unterteilungen
So(2)—Su(Z) = 0,0992. Mit wachsender Anzahl der Unterteilungen ist die Differnz also
kleiner geworden.

Diese Beobachtung motiviert folgende Definitionen:

Definition:

1. Fiir eine Zerlegung
Z: rp=a< 1 <1< ...<Thp1<zp=0>
sei

|1Z| = _max (x; — 1)

..... n

der grofste vorkommende Abstand zweier aufeinander folgender Zerlegungspunkte.
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2]

a 1 To T3 Ty b

2. Sei f : [a,b] = IR beschrankt. f heifst auf [a, b] (Riemann—)integrabel /integrierbar,
wenn die beiden Grenzwerte

F, = lim S,(Z) und F, = lim S,(2)

|Z]—0 |Z]—0

existieren und beide gleich sind (d.h. lim|z|,g S,(Z) — lim|z|o Su(Z) = 0).
In diesem Fall verwendet man folgende Schreibweise:

F, =F, = /bf(:c)d:c,

126 von f iiber [a, b].

das bestimmte Integra

Beispiel: Sei I = [a,b] mit 0 < a < b, f(z) = 2°. Man setze r = b — a und fiir n € IN

n—1

1 2
Z, = (a,a+ —rya+—-7r,...,a+ T, b)
n n

n
Der Grenzwert der Untersummen fiir n — oo soll berechnet werden:

n n

R Y = S )

i=1 i=1
= ZZ(aQ—l—QZ ar—l—(z 2)r2>
—n n n

Die Anwendung der Summenformeln )" i =
und Y n 2= w liefert:

9 21 m=1Dn 3 (n—1n2n—1)
= ra —I—Qar ?—r—i—? 6

— ra2+ar2+%r3 fir n —

= (b—a)a®*+a(b—a)*+ 5(b—a)® r=0b— a eingesetzt

=

= 30—

26Das Integralzeichen [ ist soll an die Summenbildung bei der Ober- bzw. Untersumme erinnern, daher
die Form als ,stilisiertes S*
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Ebenso folgt: lim z)o So(Z) = 3(b* — a?), also gilt insgesamt

Bemerkung

1. Im Fall der zur Motivation herangezogenen Funktion f(z) = sin(z) iiber dem In-
tervall [0, 7] gilt:

foﬂ sin(z) de = limjzjo Su(Z2) = limzj0 So(Z) = 2.

3n
8

Sm 3n n b

r = 2r 2t /n
4 8 4 8

= N|a

2. Falls f(x) > 0Vx € [a,b] gilt, entspricht der Wert des bestimmten Integrals dem
Flidcheninhalt der Fliche F := {(z,y) € R?*|z € [a,b) N0 < y < f(x)} also

FL(F) = [? f(z)da,

Insbesondere gilt also fiir die Flache

F:={(z,y) € R*x € [0,7] A0 <y < sin(z)}(siche Bemerkung 1.):

FL(F) = [] sin(z)dz = 2.

Das folgende Bild verdeutlicht den Zusammenhang zwischen (bestimmtem) Integral
und Flidcheninhalt nochmals:
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Integral und Flacheninhalt

4
y
2 n
—‘3 —‘2 —‘1 1 2 3 4 5
X
-2
_4,
3.4
B de=FL(F)
0.3

Bemerkung: Alle bisherigen Uberlegungen gelten auch fiir Funktionen, f(z), die so-
wohl positive - als auch negative Werte annehmen. Die Flicheninhalte der Teilflichen
der Bereiche, auf denen f(z) < 0 ist, werden negativ gewertet.

Fiir F = [ f(z)da gilt F = —FL(F)) + FL(F,) — FL(F3) + FL(Fy).
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Neben der Unter- und Obersumme wird ebenfalls hdufig die Zwischensumme benotigt:
Definition:
Sei f :[a,b] = R beschrénkt und

Z: xp=a< 2 <T2< ...<xp1 <xp=>

eine Zerlegung von [a, b]. W&hlt man aus jedem Zerlegungsintervall [z;_1, ;] einen Punkt
T; aus, also
T; € [m5-1, 34

so heilst die damit gebildete Summe
SAZ) = ) @) (@i — wim)
i=1
Zwischensumme zu f(z) und Z.

Satz:
Sei f : [a,b] = IR integrabel; dann gilt

b
lim S,(2) = / f(z)dx

|Z|—0

Bei zunehmender Verfeinerung der Zerlegungen néhern sich auch die Zwischensummen
dem bestimmten Integral an.

Der folgende Satz, der ohne Beweis angegeben wird, besagt, dass fast alle gingigen Funk-
tionen, die beschriankt sind, iiber endlichen abgeschlossenen Intervallen integrabel sind.

Satz:
Fiir eine Funktion auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall f : [a,b] — IR
gilt:

1. Ist f(z) monoton, so ist f(z) iiber [a, b] integrabel.
2. Ist f(z) stetig, so ist f(x) iiber [a, b] integrabel.

3. Ist f(z) stetig bis auf endlich viele endliche Sprungstellen, so ist f(x) tiber [a, b]

integrabel.
Beispiel:

9% fiirx <0
Gegeben ist f: R — R mit f(z) = % firo<z<2

212 fiirz > 2
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4.5

3.5 0 2 3.5
Bsgilt [ f(x)de= [ode+ [Z do+ [(-L +2)da
2o ) 0 )

Satz:

f :[a,b] = R sei iiber [a,b] integrierbar. Andert man die Funktion an endlich vielen
Stellen ab, so bleibt die Funktion integrierbar und der Wert des bestimmten Integrals
andert sich nicht.

35

Yo

25

Yq
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Beweisidee: An der Stelle s € [a,b] werde etwa der Funktionswert von y; nach y, abge-
dandert. Wahlt man nun Zerlegungen |Z| — 0, so dass s stets ein innerer Punkt eines
Zerlegungsintervalls [x;_, z;] ist, so betragen die Anderung von Unter- und Obersumme
héchstens

1Z] - [y1 — 92
Dieser Ausdruck strebt fiir |Z| — 0 gegen 0. qed.

Satz:
Die beiden Funktionen f,g : [a,b] — IR seien iiber [a, b] integrierbar. Dann ist auch die
Funktion

hz) = a- f(x) + 8- g(z)
mit o, f € R iiber [a, b] integrierbar, und es gilt

/abh(a:)dm = a-/abf(as)dx —|—5-/abg(m)da:

Beweisidee: Behandelt wird nur der Fall a, 5 > 0. Schreibt man fiir die Untersummen
dieser drei Funktionen

n

Si(z) = Z[minfm](f)(%—xil)
Su(Z) = Z[minfm'](g)(%—%—l)

SHZ) = Y inf  (h)(w — @)

i=1 [Iz'—h Iz’]

und entsprechend S/ (Z), S9(Z) sowie S(Z) fiir deren Obersummen, so ist offensichtlich

o

a-S[(Z) + B-542) < SN(Z)

Die dufiere rechte Seite und die dufiere linke Seite dieser Ungleichungskette streben wegen
der Integrierbarkeit von f und ¢ gegen

a-/abf(x)dx + 6~/abg(x)d:c

Dieses ist dann auch der gemeinsame Grenzwert der Ober- und Untersumme von h. ged.
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Satz:

f:a,b] — IR sei auf [a, b] integrierbar. Dann ist f auch auf jedem Teilintervall [«, 5] C
[a, b] integrierbar.

Beweisidee: Man wihle o und g als Zerlegungspunkte.

Satz:
Die Funktion f : [a,c] — IR und ein Punkt b € [a, ¢] seien gegeben. Ist dann f iiber den
Intervallen [a, b] und [b, ¢| integrierbar, so ist f auch iiber [a, c] integrierbar, und es gilt

/acf(:c)d:r; _ /abf(:v)der/bcf(a:)dx

45

35

25

a b

C
-35 -3 -2 -2 -¥5 -1 -05 0 05 1 15 2 25 3
-05

Beweisidee: Man betrachte Zerlegungen von [a, ¢], die b als Teilungspunkt enthalten.

Satz:
Die beiden Funktionen f,g : [a,b] — IR seien iiber [a, b] integrierbar. Weiter sei f(x) <
g(x) fiir alle « € [a,b]. Dann ist auch

[ 1w < [ gwa
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Beweisidee: Fiir die Untersummen S (Z) und SY(Z2) gilt:

n n

inf  (f)(z; —xim1) < Z inf  (g)(z; — zi-1)

i=1 [ifz‘—la l"z‘] i=1 [fi—l» xz‘]

fir |Z|—0

IN

/abf(x) dz /abg(x) dz
Satz:

f :]a,b] = R seiiiber [a, b] integrierbar. Dann ist auch die Funktion | f| dort integrierbar,

und es gilt
b
[ rayas

Beweisidee: Fiir die Zerlegung Z = (zq, ..., x,) von [a,b] setze man

< [1rwla

m; = inf[l’i—hxi] (f) M, = Sup[xi_l,.]}i] (f)

i = gD W= s ()

Dann gilt

 Mo—m falls beide positiv oder ne-
M, —m; { ’ E gativ sind
Damit folgt:

silz)—siz) = Y (M — i) (@i — wio)

IN

Z(Ml —mi)(x; —xi21) —0

i=1
da f integrierbar ist

Also ist |f| integierbar. Die behauptete Ungleichung der Integrale folgt aus der Unglei-

chung
—[f@)| < flz) < [f(2)]

und aus dem vorherigen Satz. qed.
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Folgerung: f : [a,b] — IR sei integrierbar. Weiter sei K € R mit |f(z)] < K fiir alle
x € [a,b]. Dann gilt
b
[ ra)as

Beweis: Fait man x — K als konstante Funktion auf, so ist

/abf(:c) dz

< K-(b-a)

< | |f(x)lde

< Kdr = K-(b—a)

Beispiel: Wegen |arctan x| < 7 ist fiir 0 < a < b stets

™

-

b
/ arctan x dx <
a

31 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz: Mittelwertsatz der Integralrechnung
f:]a,b] = IR sei stetig und somit auch integrierbar. Dann gibt es ein y € [a, b] mit

/ﬂ@m=f@%%®
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Beweis: Seien y1,ys € [a, b] mit

f(y1) = mi

7l€l](f) und  f(y2) = f(rzl,alﬁ(f)

[a
Fakt man = — f(y;) und  — f(y2) und als konstante Funktionen auf, so ergibt sich auf
Grund vorheriger Sétze

b

(b—a)f(y) = f(y) da

a

b
< f(x)dx

b
< fly2)dz = (b—a)f(y2)

a

Teilt man diese Ungleichungen durch (b — a), so folgt

1
h—

f) < 5 [ F@)d < £

Auf Grund des Zwischenwertsatzes gibt es nun ein y € [a, b] zwischen y; und y, mit

f0) = 5= [ fla)ds

qed.

Beispiel: v(t) : [0,7] — IR sei die Geschwindigkeit eines Fahrzeugs. s(t) : [0,7] — IR sei
der Aufenthaltsort zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7. Insbesondere sei:

Aufenthaltsort bei ¢ =0 : s9=s(0)
Aufenthaltsort bei ¢t =T : s =s(7T)

T
— slzso+/ v(t)dt
0
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Die in der Zeit T zuriickgelegte Wegstrecke betragt s; — so; als Durchschnittsgeschwin-
digkeit erhdlt man
T
S1 — So 1
22— t) dt
e

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es ein ¢y € [0, 7| mit

1 /T —
o(ty) = T/o o(p)dt = 222

Dieses bedeutet: Die Durchschnittsgeschwindigkeit wird mindestens einmal angenommen.
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32 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung

Definition:

f:]a,b] = R sei integrierbar; dann setzt man 27

fbaf(x)dx = —fabf(x) dz

Fiir f : [a,b] — IR integrierbar und x € [a,b] soll das bestimmte Integral als Funktion
der oberen Grenze betrachtet werden. Man setze

Fa) = [ foar
Diese Funktion F'(x) heift Integralfunktion zu f(z).

3.5 1

2.5

J(x)

2

1.5 1

F(A‘)=Ij‘(r)dr

0.5 1

a X b
—1.5/ -1 05 0 0.5 1

*"Insbesondere ist [ f(z)dz = 0, denn [ f(z)dz = f; f@)dz + [ f(z)dz = f: flx)dx —
b J—
[ 5y =0
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Die Funktion f : [a,b] — IR sei fortan zusétzlich als stetig vorausgesetzt.

Frage: Ist die Integralfunktion F'(z) differenzierbar?

3.5

05

a b
-1.5 -1 -0.5 0
/ x, X, +h

Man betrachte die Verdnderung von g € [a,b] um h € R, wobei |h| sehr klein ist:

To — xo+h = Verénderung der Flache um ungefdhr f(xo) - h

= Das Wachstum von F' betrigt ungefihr f(zg)

Fiir den Differenzenquotienten von F' ergibt sich die Rechnung

F(z) — F(zo)  F(xo+h)— F(x) setze

T — Zo h h=x—ux
Aufteilung des

1 xo+h fty)
- H([ - [Troa)
Integrationsberei-

( /:Of(t)dt+ /z:()*hf(t)dt_ /:Of(t)dt) ches [a, zo + ]

in [a, o] und
(o, g + D]

|
=

- / ) at

Zo

|
Shle
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f ist stetig; nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es daher ein s € [a, 0]
zwischen zg und zo + h mit

zo+h
[ ma = e

o

N F(ﬂ?g—i—h})L—F(xo) _

S
=
=
&
I
=
<

Man lasse nun A gegen 0 streben:

da s zwischen zg und xg+ h

h—0 = s —> Tp liegt

= f(s) — f(xo) da f stetig ist

Insgesamt folgt

lim F(zo+ h}i — F(xo) — )

h—0

= F'(x0)

Damit wurde bewiesen:

Satz: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Sei f:[a,b] = R stetig und ¢ € [a,b] . Dann ist die Integralfunktion

Flz) = / () dt
auf (a,b) differenzierbar, und es ist

F'(z) = f(x) fir  z€(a,b).

Ganz ahnlich zeigt man:

Satz:
Bei einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ist die Integralfunktion

Flz) = / ") at

auf ganz [a, b, d. h. insbesondere in den Randpunkten a und b stetig.

Satz:
f :]a,b] = IR sei stetig differenzierbar, d. h. die Ableitung f’ : (a,b) — IR sei stetig.
Zusétzlich sei f’ in den beiden Randpunkte a und b definiert und dort stetig. Dann gilt

| r@as = 1) - s
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Beweis: Wendet man den Hauptsatz der Differentialrechnung auf die stetige Funktion f’
an, so folgt

G = [ Fod = Gl =@
Man betrachte nun die Funktion

Man leite beiden Seiten der
plz) = Glr) = fl2) Gleichung ab!

Siehe die Folgerung aus dem
ersten Mittelwertsatz der
Differentialrechnung!

¥
5
=
I

o

=
M
5

Die Gleichung p(z) = ¢ gilt zundchst nur fiir die inneren Punkte x € [a, b]; aus Stetig-
keitsgriinden ist sie auch noch fiir die Randpunkte a und b richtig.

Zur Bestimmung der Konstanten c setze man =z = a:

R — Gl(a) - f(a)

) dt — fa)
0 — f(a) = —f(a)
Aus ¢ = —f(a) folgt nun

wmz—mwzfﬁma—fm

Man setze nun x = b und addiere auf beiden Seiten dieser Gleichung f(b). qed.
Beispiele:

1. Man betrachte das bestimmte Integral

b
/ 2 dx

Setzt man

und daher
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2. Man betrachte nun das bestimmte Integral

s
/ sinz dz
0

f(zr) = —cosxz  soist f'(x) = sinx

Setzt man

und daher

/Oﬂsina:da: = —cosm — (—cos0) = —(-1) = (1) = 2

Wendet man den obigen Satz auf f(x) statt f'(z) an, so erhdlt man den
Satz: Fundamentalsatz der Integralrechnung
Die Funktion f : [a,b] — IR sei stetig. Dann gilt

1. Jede Integralfunktion
F(z) = / f(t)de
zo

mit einem z( € [a, b] ist eine Stammfunktion von f.

2. Sei umgekehrt eine Stammfunktion F(x) von f gegeben (d. h. eine Funktion F' mit
F’ = f); dann lafst sich fiir beliebige a, 8 € [a, b] das zugehorige bestimmte Integral
durch

B
/ f(tydt = F(8) — F(a)

berechnen. Schreibweise:
B

[ 1w = F@)-Fl)

=  F@l = [F@),

Bemerkung: Dieses ist die Rechtfertigung der Bezeichnung

/f(t) dt = F(x)+ const
fiir eine allgemeine Stammfunktion. Man beachte, dass die additive Konstante, um

die sich zwei Stammfunktionen unterscheiden, bei der Berechnung eines bestimmten In-
tegrals keine Rolle spielt.

Die Bestimmung eines bestimmten Integrals mit stetigem Integranden f kann
dadurch erfolgen, dass man eine Funktion F'(z) mit F’'(z) = f(z) sucht:

233 ElLfter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Man hat dann [* f(z)dz = F(b) — F(a)

Eine Stammfunktion findet man z.B. iiber eine entsprechende Tabelle oder mittels der
im Folgenden dargestellten Integrationsmethoden.

33 Integrationsmethoden

Zur Berechnung bestimmter und unbestimmter Integrale beschreitet man den durch
den Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung gewiesenen Weg: Man sucht eine
Stammfunktion des Integranden (d. h. der zu integrierenden Funktion); das bedeutet:
zum gegebenen Integranden f(x) versucht man, eine Funktion F'(z) mit F'(z) = f(x) zu
finden.

In einzelnen Féllen mag man zu f(x) sehr schnell ein geeignetes F'(x) erkennen; in den
meisten Féllen ist das aber nicht so einfach! So findet man beispielsweise zu der Funktion

f(z) = z cosx
nicht so leicht auf den ersten Blick die Stammfunktion?®
F(z) = zsinx + cosz

Zur Erleichterung und Systematisierung der Suche nach der Stammfunktion dienen die
im Folgenden dargestellten Integrationsmethoden bzw. Integrationsregeln.

Das Prinzip der Integrationsregeln erinnert an die entsprechenden Methoden zum Nach-
weis von Stetigkeit oder Differenzierbarkeit: Man versucht, den Integranden als eine
Funktion aufzufassen, die aus einfachen Grundfunktionen aufgebaut ist. Kennt man
die Stammfunktionen der Grundfunktionen, so helfen die Integrationsregeln, daraus eine
Stammfunktion der gegebenen Funktion zu bilden.

Notwendig ist dabei natiirlich, dass die Stammfunktionen der Grundfunktionen bekannt
sind. Einige der wichtigsten seinen hier noch mal erwihnt:?°

/xrdz = Wll-x”l%—c fir re @, r+#—1

/sinxdx = —cosz + ¢ /cosxdx = sinx + ¢

/1_:x2dx = arctanz + ¢ /ﬁdx = arcsinx + ¢

28Ubung: Priifen Sie hier F'(x) = f(z) durch ableiten nach!
29Eine ausfiihrliche Tabelle stand auf Seite 210.
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Die folgenden Regeln zur Integration sind aus Summen-, Produkt- und Kettenregel der
Differentiation gewonnen. Thre Formulierung und Herleitung ist recht einfach. Schwieriger
ist jedoch zu erkennen, wann und wie man sie anwendet. Dieses erfordert einige Ubung
und Erfahrung sowie die Betrachtung einschlégiger Beispiele. Haufig mufs vor Anwendung
einer der Regeln zunéchst der Integrand geschickt umgeformt werden.

Noch relativ einfach zu handhaben ist die Summenregel:

Satz:
Die Funktionen f,g: I — IR seien stetig mit Stammfunktionen F' und G; weiter seien
a, € IR . Dann ist

a-F(z)+ (- G(x) Stammfunktion von «- f(z)+ - g(x)
Beweis: Man priift nach, dass die Ableitung von o.- F'+ (3 - G tatséchlich o - f 4+ 3 - g ist:
(a-F(x)+8-G@) = a-Fl(z)+5-G'(x)
= a-f(z)+5-g(x)
qed.

Beispiel:

/ (42® + sinz) dz
0

Von den beiden Summanden kennt man jeweils eine Stammfunktion, nimlich Fy(z) = 2*
und Fy(z) = — cos x; damit berechnet man:

/{:(4353 +sinz)dr = (z*—cosz)y
= (7% —cosm) — (0* — cos0)
= (= (~1)= (01

= 7142 100

Q
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33.1 Partielle Integration/Produktintegration

Schon etwas schwieriger anzuwenden ist die aus der Produktregel gewonnene Regel der
Partiellen Integration/Produktintegration:

Satz: Partielle Integration /Produktintegration
Fiir stetig differenzierbare Funktionen f,g: [ — IR ist

/ f@)g(z)de = fz)g(x) - / f(x)g'(z) da (29)

Beweis: Durch Differenzieren priift man nach, dass beide Seiten der behaupteten Glei-
chung Stammfunktion derselben Funktion sind:

(7@ - [r0g@ac) = (@) - ( [1@ge )
Produktregel!
— @) + f@)d @) — [ (@)
— F@)l)

- ([r@w dx)'

qed.

Fiir bestimmte Integrale lautet die Partielle Integration:

/ f@)g(e)de = f(o)g(x)]’ / f(2)g/ () de (30)

Will man die Partielle Integration/Produktintegration anwenden, so muf
man den Integranden dergestalt als Produkt zweier Faktoren darstellen, dass
man von einem der beiden Faktoren eine Stammfunktion kennt, d. h. dass
man einen Faktor als Ableitung einer anderen Funktion schreiben kann. Von
welchem der beiden Faktoren man eine Stammfunktion sucht, muff man in
jedem Einzelfall entscheiden. Ziel bei der Anwendung der Regel ist natiirlich,
dass das Integral auf der rechten Seite der Formel 29 bzw. der Formel 30
,seinfacher* als das urspriingliche Integral wird.
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Beispiel:

1) Wir betrachten folgendes Integral

/xcosxdx
1

Hier findet man von den beiden Faktoren sofort Stammfunktionen: (32?)" =  und
sin’ z = cos z. Die Verwendung von sin’ x = cos x bietet sich an, da man dann wegen
(x)) =1 bei dem Integral auf der rechten Seite eine echte Vereinfachung erhélt:

/ rcosxdr = / xsin’ zdw nun Partielle Integration!
= zsinx — /(x)’sinxdx

= a:sinx—/sin:cdx

= xsinx +cosx + ¢

Mitunter sollte man den Integranden zunéchst geeignet umformen, um die Partielle
Integration anwenden zu koénnen.

In dem Integral

b
/ sin? z dx
a

schreibe man den Integranden in der Form — sin - (— sin x); dann fiihrt die Partielle

Integration mit cos’ x = — sinz zum Erfolg:
b b
/ sinfzdr = —/ sinz(—sinz) dz
a a
b
= = / sinz cos’ x dx nun Partielle Integration!
a

b
— (—sinxcosx)|2—|—/ sin’ z cos z dx
a

b
= (—sin$cosx)|z—|—/ cos® x dz
a

Verwende cos? z + sin?xz = 1!
b
— (—sinzcosz)|” + / (1 —sin®z)dx

b b

= (—sinxcosx)|z+/ dx—/ sin? z dx
a a
=b—a

—
b

Bringt man den letzten Summanden der rechten Seite auf die andere Seite und teilt
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man die gesamte Gleichung durch 2, so erhélt man

b
1
/ sinfzdr = 5 (b— a — (Siﬂ:L’COS:L’)]Z)
bzw. als unbestimmtes Integral:

1
/sinQ:Ed:r = é(as — sinzcosx) + ¢

3) Noch ,trickreicher geht man bei dem Integral

/ arcsin x dx

vor: Man erginzt den Integranden um den Faktor 1 = (z)"

/ arcsinzdz = / 1-arcsinz dz

= /(:B)’ - arcsin z dz

= x-arcsinx —

———dx
V1—22?
Der Integrand z/v/1 — 22 besitzt die Stammfunktion F(z) = —v/1 — 22, also

/ﬁdx:—vl—x2+c (31)

Damit folgt schlieflich, wenn man dieses oben einsetzt:

/arcsinxda: = g-arcsinz + vV1—22 + ¢

33.2 Integration durch Substitution

Die Gleichung 31 14t sich ohne weitere Hilfsmittel nicht so leicht finden. Man kann sie
natiirlich leicht nachpriifen, indem man die Kettenregel der Differentialrechnung verwen-
det.
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Zum Herleiten bzw. Finden einer Gleichung wie 31 bietet sich eine Regel an, die aus der
Kettenregel folgt und ein wesentliches Hilfsmittel zur Integration darstellt, die sogenannte
Substitutionsregel®’

Man geht von einer Funktion f(y) mit bekannter Stammfunktion F(y) aus:

/f(y)dy = Fy) +c
Ist eine weitere Funktion y = g(z) gegeben, so gilt nach der Kettenregel:

(F(g(x))) = F'(g(x))-¢'(z) = f(g(x))-g'(x)

Das heifst: Die Funktion h(z) = f(g(x)) - ¢'(z) hat als Stammfunktion die Funktion
H(z) = F(g(x)); dieses ist genau die Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale:

Satz: (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale)

/ fo() g@)de = Flg(x) + ¢ mit F(y) = f()

bows [ fo) - g@de = [f@)dy  mity= g0

Um die Substitutionsregel anwenden zu kénnen, muf man erkennen, dass der Integrand
dem folgenden Muster geniigt:

e Der Integrand 14ft sich als Produkt zweier Faktoren schreiben.

e Der eine Faktor besteht aus einer duferen Funktion f(y), in die eine innere Funktion
y = g(x) eingesetzt ist.

e Der andere Faktor ist die Ableitung ¢'(z) der inneren Funktion g(x).

Es ist nicht immer auf Anhieb klar, welcher Teil des Integranden welche Rolle annimmt.
Ziemlich offensichtlich ist das noch in dem folgenden

Beispiel:

30Die Substitutionsregel entspricht einer ,,Umkehrung* der Kettenregel der Differentialrech-
nung
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1) Zunéchst betrachten wir:

2z
——d
/ <1+$2)2 *

Diesen Integranden kann man in der Form

fg(z)) - g'(x)
schreiben, indem man setzt bzw. verwendet:

e als duflere Funktion f = y%’

e als innere Funktion g(x) = 1 + 2.

e Die Ableitung der inneren Funkton ist ¢'(x) = 2z.

Eine Stammfunktion der duferen Funktion ist F(y) = —1/y. Damit liefert die
Substitutionsregel:
Lis 1
———dzr = —d
[ gt = [
1
= _—— —|— C
)
Loy
= = c
1+ 22

Im letzten Schritt wurde dabei fiir y wieder y = g(x) = 1 + 2% eingesetzt.

2) Ein weiteres Beispiel ist
cosx dz

Vv1+sinzx

Bei diesem Integral erkennt man auch recht schnell: f(y) = 1/,/y sowie y = g(x) =
1+ sinz und ¢'(z) = cosx, und man kann berechnen:

cos z dx

L setze y=g(x) =1+sinx
S L g'(z)=cosx
_ [d(x)dx
Vg(z)
- dy Substitutions-
B VY regel
- - . y=1+sinz
= 2\/yt+c = 2v/1+sinz+c B -
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3) Mitunter mufs der Integrand vor der Anwendung der Substitutionsregel geeignet
umgeformt werden; ein Beispiel dafiir ist das Integral 31 auf Seite 238:

——dz
V1 — 122
Als innere Funktion bietet sich

y = g(z) = 1-a?

an. Durch Erweitern mit —2 bekommt man deren Ableitung —2x, und man kann
berechnen:

setze  y=g(x) =1 — 2?
/

[ o) =1

1 —2x
B ‘?/ Vi

1 [ 9d® 4.
2/\/9(x)d

_ _1[.,-%4 Substitutions-
- T2 ¢ regel

2 y=1-—2?
= —\ytc=—-v1-x*+c

eingesetzt

4) Schon etwas komplizierter ist das Integral

/sin Vzdz

Als innere Funktion bietet sich

verschaffen, indem man mit 2,/x erweitert:

/Sin\/zdx _ Q/ﬁ-sinﬁ-%dx
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Als dufere Funktion nimmt man f(y) = y - siny; die Substitution y = g(z) = /x

liefert dann
/sin\/idx = 2/y - siny dy

Ein dhnliches Integral wie dieses hatten wir bereits mit Partieller Integration be-
rechnet; als Endergebnis erhilt man

/sinﬁdx = —2y-cosy + 2siny + ¢

= —2v/T-cos\/T + 2sinv/z + ¢

Unbedingt merken sollte man sich die beiden folgenden einfachen Anwendungen der Sub-
stitutionsregel: fiir eine stetige Funktion f(z) mit

/f(:):) do = F(z) + ¢

und fiir a,b € R mit a # 0 ist

/f(a-x)dx = %F(a-x) +c

/f(erb)dx — Fle4b) + o

Beim ersten der beiden Integrale erhélt man die Ableitung a der inneren Funktion y =
g(z) = a - x durch Erweitern mit a; beim zweiten Integral ist die Ableitung der inneren
Funktion y = g(z + b) gleich 1.

Ein gemeinsames Beispiel fiir beide Gleichungen ist

/Sin(wx +d)dzr = 1 cos(wx +0) + ¢
w

Vorhanden ist auch eine Version der Substitutionsregel, die zur direkten Berechnung
bestimmter Integrale geeignet ist:

Satz: (Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale)
Gegeben seien zwei abgeschlossene Intervalle

[a,0], [, 8] € R,
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eine stetige Funktion
f:la, 0] =R

und eine stetig differenzierbare und bijektive Funktion
g9: la, 8] la,b]

Seien weiter yy,ys € [a,b] und z1, x5 € [a, f] mit

g(x1) =y und g(z2) =1

Dann gilt , N
f(y)dy = / f(g(2)g (z) dz

Beweis: Sei F'(y) eine Stammfunktion von f(y), d. h. es sei F' = f. Mit Hilfe der Ket-
tenregel rechnet man nach, dass dann

(Frog)(x) = Flg(z))
eine Stammfunktion der Funktion f(g(z))¢'(z) ist:
F(g(x)) = F'(g(x)) - ¢'(z) = flg(x)) - g'(x)

Damit erhalt man

Y2 Einsetzen von y; = 9(961)
dy = F - F
/y1 fy)dy (2) (1) und yo = g(22)!

Fogist Stammfunktion von

Flg2)) = Flg(20)) ¢4 (0))g' ()
_ /mf(g(ﬂ:))g’@)dy
qed.

Bemerkung: Besonders zu achten ist hierbei auf die richtige Umwandlung der Grenzen:

e Die Integration der duferen Funktion f(y) erfolgt zwischen den beiden y—Werten
y1 und yo.

e Die Integration von f(g(x))-¢'(x) erfolgt zwischen den beiden zugehérigen x—Werten
z1 =g ' (y1) und 23 = g~ (y2).
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Beispiel:

7r/4t w/4
g, - [7 sz g
. 0 COs“x

/4
= —/ 008121'(_ sinx) dz setze y =g(xr) =cosz
U Yy =¢'(zr) =—sinz
y1=cos x1=cos(0 =1

m 1
)

_ / I ay
1 y2

[

= v2-1

L=

1

Man kann natiirlich auch zunéchst das zugehorige unbstimmte Integral ausrechnen:
tanx _ sin
/cosx dv = /0032 T dz

= —/ 12 (—sinz) dx setze

COS™ X

=g(x) =cosx

'=¢'(x)=—sinzx

Y
Y
_ [ dy

v

—_

_ _ 1
= —+C—m+c

<

1

und anschliefend die gewonnene Stammfunktion F'(r) = z55%

spriinglichen bestimmten Integrals verwenden:

zur Berechnung des ur-

/4

/4
t 1
/ anxdz = =v2-1

COS X COST |,

0

Der zweite Losungsweg besitzt den Vorteil, dass man sich um die Umwandlung der Gren-
zen nicht zu kiimmern braucht.

Es gibt auch Fille, bei denen man zur Berechnung des bestimmten Integrals

Ty

den umgekehrten Weg beschreibt: man wendet die Substitutionsregel ,riickwérts an,
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d. h. man erhélt ein ,einfacheres” Integral, indem man fiir die Integrationsvariable = eine
geeignete innere Funktion z = ¢(t) einsetzt; man muf dann nur darauf achten, dass man
die Grenzen richtig umwandelt, indem man dort die {~Werte

t, = g’l(:vl) und ¢ty = g’l(:vg)

einsetzt. Dieses ergibt dann

7f(x)dﬂf = 7f(g(t))-g'(t)dt

Beispiel Berechnung der Fliche eines Viertelkreises
Aus dem Satz von Pythagoras folgt, dass die Fliche unterhalb des Schaubildes der Funk-

tion
f(z) = V1—2a?

zwischen den Punkten 0 und 1 genau die Fliche V' eines Viertels des Einheitskreises
betrigt. Zu berechnen ist also

1
V = / v1—z2dx
0

Man fiihre die folgende Substitution durch

x(t)=cost x'(t)=—sint

Umwandlung der Grenzen: 1=cos0 O=cos %
cos 0 .. . . 1
Vo= VI—2dz Ausfithren der Substitution!
cos %
0
= / V1 —cos?t(—sint)dt
=Sin
0
= — / sin? t dt
%
3
_ / sin? ¢ dt Vertauschung der Grenzen
0 = Vorzeichenwechsel

Siehe das Beispiel auf

S )
(t —sintcost)|g Seite 237!

|
D=

|
DO[—

<% —0— (sin%cos% - sinOcosO))

s
- 4
Die Flidche des vollen Einkeitskreises betridgt somit 4V = 7.
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34 Fortsetzung Integrationsmethoden

34.1 Integration durch Substitution

Wir geben zunichst noch einige Beispiele zur Integration durch Substitution, um die
verschiedenen ,Sichten® dieses Verfahrens zu iiben:

34.1.1 ,passive’ Substitution

Hat der Integrand die Form f(g(x)) - ¢’(z) oder ist er durch Multiplikation mit einer
reellen Zahl in diese Form iiberfiihrbar, liefert

/ flo(@)) - ¢ (2)dz = F(g(x)) +

folgende (pragmatische) Regel: Man ignoriert g(x) und sucht die Stammfunktion F(x)
von f(x); dann setzt man g(x) in F ein.

1.1
/m.zx do = §<1+x2>m+c

g(z) =1+2°

g'(z) =2z

1(&) = VE & Fla) = 22} = oy = Flg(e) = 31+ a)VIT 2
1.2

/sin(3x+4)dx = / —sin(3z+4)-3dx = - /Sin(3x+4)-3 dx = =(—cos(3z+4))+c

g(xr) =3x+4

g(x)=3

f(z) =sin(x) + F(z) = — cos(x)

= F(g(x)) = —%cos(?)x +4)
1.3

/ In(®) 1y — / (In(z)) - ~dz = %(m(x))? Yo

T Z
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1.4
/sin”(m) -cos(x)dx = /(sin(x))”-cos(x)dx = % +c=
g(x) = sin(z)
g'(x) = cos()
fl@) = o = Fla) = —a™! = Flg(s)) = St

34.1.2 ,aktive* Substitution

—~~
/ F(g(t) - ¢ (D)t = F(3(D) +c = F(x) +c= / f(x)de

oder von rechts nach links gelesen:

setzt man x = g(t) so gilt:

—h(t)
/ f(x)dz = / To0) g0 dt = / W(t)dt = H(t) + c

= H(g ' (z)) +c
Riicksubstitution
Cdt

_dx

q'(t) =7

(t)

sin" ()

n—+1 L

Zur Losung von [ f(z)dx sucht man also eine Substitution x = ¢(¢) und 16st [ f(g(t))g (t)dt;

man ersetzt* also x durch ¢(¢) und dx durch ¢'(t)dt!

Dies ist nur sinnvoll, wenn der formal kompliziert aussehende Ausdruck f(g(t)) - ¢'(¢) in
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Wirklichkeit einfacher zu integrieren ist als f(x).

Beispiele:

1)

/ sin(l\/;ﬁ) .

T

1+ /x in sin(...) ,stort
daher: t =1+ /x
also x = g(t) = (t — 1)?

& dw=2-(-1)

und /x =1t —1

Man iiberlegt also eher um-
gekehrt: Wie soll die neue
Variable t in Abhéngigkeit
von der alten Variablen aus-
sehen und berechnet dann
z = g(t) und % = (1

’Formal entspricht das also:‘

=h(t)

1 —
gﬂjjfﬁdt - /2sin(t) dt
_ / sin(t)dt
= —2cos(t) + ¢
—_———
H(t)+c
= H(l1+z)+c

TRiicksubstitution

= —2cos(l 4+ vx)+¢c

flg(?)) - ¢'(t) = h(t) ist eine Hilfsfunk-
tion abhéingig von t; man berechnet
deren Stammfunktion H(t) und muss
dann noch die Riicksubstitution ¢ =
g~ (x) vornehmen.

—h(t

[ f@yas = [F®) -)g’<t> it = [ nt

2) Manchmal braucht man mehr als eine Methode, z.B.

/\/E-ln(x)dx = /t-ln(tQ)-%dt

Substitution: t = /x
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2 4
= BInE2)— = [ dt
()~ 1
2 4
= §t3 ln(tz) — §t3 + C
o 2 4
Riicksubstitution (t = \/z) : = g(ﬁ)3 ‘In(z) — g % VT + ¢

2 4
=3 V- In(z) — o Va+e

2 ¢
=2 —at
o 1+t

Sl —1
:2/—dt
o L1+t

2 1
:2/ 1— ——
o 1+t

=2[t — In(1 +t)]/=>

dt

(In(1) =0) » =4 —2In(3)
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34.2 Integration gebrochen rationaler Funktionen
34.2.1 Partialbruchzerlegung

Zunichst bendtigen wir einige Tatsachen iiber (gebrochen) rationale Funktionen und Po-
lynome, wir zitieren aus den Ergebnissen des 4. Tags:

Bemerkung: Jede gebrochen rationale Funktion f(z) = % hat eine Darstellung

= ST @

mit einem Polynom s(x) und einer echt gebrochen rationalen Funktion %, d. h. mit
grad(r) < grad(q).
Begriindung: Dieses folgt aus der Polynomdivision mit Rest Sind zwei Polynome p(x)

und ¢(z) gegeben, wobei ¢(x) nicht das Nullpolynom ist, so gibt es dazu zwei Polynome
r(x) und s(z) mit

grad(r) < grad(q)

und p(z) = s(z)q(z) +r(x) firallezeR

Teilt man beide Seiten der letzten Gleichung durch ¢(z), so erhdlt man

Der zweite Summand ist dabei wegen grad(r) < grad(q) eine echt gebrochen rationale
Funktion.

r(z)
q(z)

Zur Zerlegung des Nennerpolynoms ¢(z) in f(x) = s(z) + benétigen wir den
Satz: (Fundamentalsatz der Algebra, reelle Schreibweise) Sei ¢(z) ein Polynom n-ten

Grades. Dann gibt es

x1,%2,...,2; € R und Polynome gi(z),...,gr(x)
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mit grad(g;(z)) = 2 und g;(x) ohne Nullstelle fiir i = 1,...,k, so dass

q(z) = (x — 1) (x —21) - g1(2)g2(2) - - g ().
ist.
Mit dem Fundamentalsatz der Algebra erhilt man dafiir

r(x) _ ()
a@) " @—w) (o) g(@)ga(@) - gula)

Dabei konnen die auftretenden Nullstellen x1,zo,...,2; € R mehrfache Nullstellen des
Polynoms ¢(z) sein!

Die Partialbruchzerlegung?' garantiert nun:

Es gibt reelle Konstanten A;, B; und C; sowie natiirliche Zahlen m, £, l;;, l~, so dass
folgende Darstellung gilt

:c Z _l_iBj
q(z) x—xk (g;(

=1 7j=1

34.2.2 Anwendung der Partialbruchzerlegung zur Integration (gebrochen)
rationaler Funktionen

Fiir die Integration einer (gebrochen) rationalen Funktion erhélt man damit:

/f dx—/s(x)dﬂc’%—/%dm

Die Integration des Polynoms s(z) ist einfach, es bleibt also die Integration des echt

gebrochen rationalen Anteils E % also

Mit der Partialbruchzerlegung erhilt man dafiir

[ L= e 5 Pt

Dabei haben die Nennerpolynome g;(z) die Form g;(z) = a; + bjz + 2* ohne reelle
Nullstelle!

31 Auf einen exakten Beweis wird hier verzichtet
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Wir sehen also:

Auf Grund der Partialbruchzerlegung ist eine gebrochen rationale Funktion eine Summe

von Funktionen der folgenden Typen:

1. ein Polynom s(x)

2. ﬁ k>0 aist k-fache Nullstelle
Tr—a
3. o+ be—i— 2 k>0 Nenner ohne Nullstelle
a+br+x
C

k >0 Nenner ohne Nullstelle

(a+ bx + )"

es reicht also, jeden solchen als Summand auftretenden Typ einzeln zu integrieren: Wir

erhalten (fiir die einzelnen Typen):

1. Klar! Stammfunktion S(z) des Polynoms s(z)

2.
a) k=1 /aéxdx = —Alogla—z|+c
A —A 1
b) k>1: dr =
) ~ /(a—x)k o 1—k’(a—x)k’1+c
3.
B B  b+2r  Bb 1
(a + bx + x2)k 2 (a+bx+22)k 2 (a+br+ 2?)Fk
—_— —_—
() ()

Die Funktion ¢ (z) ist vom Typ 4 und wird spater behandelt; hier wird die Funktion

(x) integriert:

_ h'(z) . h(z) = (a+ br+ 2?)
/gp(m)dx = /h(x)kd mit W(z) — b+ 2
1 1
_ mwﬁ-c kE>1
log h(x) + ¢ k=1
1 1
E>1
_ 1—k(a+bx+x2)k_1+c ”
log(a + bz + %) + ¢ k=1
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1 .
(a+ bz + 2*)*

4. Integration von

(a) Sei k=1, a =1 und b= 0, dann ist bekanntermafen

/

(b) Sei k=1, a,b # 1, dann ist

(a+ bz + 2?)

dx
= arctanz + c

1+ 22

2
(4a—b2)+%-+ba:+x2

b+$>2

1
4
1
4 2

(4a—b2)+<
=D

|

Dabei ist D > 0, andernfalls hdtte der Nenner eine Nullstelle, man kann daher

schreiben

(a + bz + 2?)

i

a+ bx + 1%)

(c) Sei schlieflich k& > 1, a,b # 1;

1

wie oben y =

Y (H (2\/— J_)2>

/ da
\/_ < b T )2
VD VD
Substituiere y = = + T
mit D = (4a — b?)/4
1 + y?
L arctany + c¢
VD

1 b x
—— arctan | —=+ == | + ¢
v D (2\/ D v D)
substituiert man in dem Integral

[

dx
a+ bx + x?)*

—D(x + %b) und schreibt man anstatt der Unbestimmten y

wieder x, so erhalt man ein Integral des Typs:

=423
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Hierfiir gilt die folgende Rekursionsformel:

/ dx x N 2k —3 / dx
(1+22)F — (2k—1)(1+a2)k1 = 2k—1 ) (1+22)k1

Wendet man diese Rekursionsformel £ — 1-mal an, so erhélt man ein Integral

des Typs
/ dz
1+ a2

Beispiel:

rdx
2) / 22— 516
Zunichst fiithre man die Partialbruchzerlegung durch, Ansatz:

x _ x -_A_, B
x> —5r+ 6 (x —2)-(x—3) x—2 ' -3

Multiplikation mit dem Hauptnenner (z — 2) - (z — 3)

>z =A-(t—-3)+B:(z—-2)

=1-2+0=(A+B)-x+ (-3A—-2B)

————

=l
A+B
;‘{ —34—2B

2 2
= B =3, A=-2
Damit erhalt man
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rdx _ . 1 1
/(x7—5x+6) - /( 2$—2+3$—3> dz

= —2log(|lz —2|) + 3,log(|z —2|) + ¢

dz
) /(1 — z)(1 + z°)

Zunichst fiithre man die Partialbruchzerlegung durch, Ansatz:

1 _ A , B+Cxz
(1—z)(1+ z*) l—x 1+ z°
= 1 =A+ Az*+ B— Bz + Cx — Ca?

= 1+0-24+0-22 = (A+B)+(C-B)z+(A-C)a?

=1 =0 =0
A+B =1
= C-B =0 = A:B:C:%
A-C =0
Damit erhdlt man
dx _ (l 1 1 1 1l _ =z >
/(1—@0)(1—1—3@2) /21—I+21+x2+21+x2 dz

— —% log |1 —z| + % arctan x

+ %1 log(1+2?%) + ¢
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35 Lineare Gleichungssysteme und das Gaufssche Ver-
fahren

35.1 Einleitende Beispiele und Begriffe

Man trifft hdufig auf die Situation, dass unbekannte Grofen durch lineare Gleichungen
voneinander abhingen. Erfiillen diese Gleichungen geeignete Bedingungen (was das genau
bedeutet, werden wir in diesem Abschnitt sehen), so lassen sich diese Unbekannten aus
ihnen bestimmen. Wir beginnen mit drei typischen Beispielen:

1. Beispiel: Wir betrachten ein System mit drei Gleichungen und den drei Unbekannten
1, o und x3:
Ty + 2£C2 aF 3.1'3 = 14 (I)
31’1 = 2%2 aF r3 = 10 (II)

Um dieses Gleichungssystem 16sen zu kénnen, formen wir es in mehreren Schritten um:

1. Die zweite und dritte Gleichung werden ,,z;—frei“ gemacht:

(I — I -3-(0
(IlI) — (III) — 5- ()
Das heifst: Das Dreifache der ersten Gleichung wird von der zweiten Gleichung

abgezogen, und von der dritten Gleichung wird das Fiinffache der ersten Gleichung
abgezogen. Das Gleichungssystem wird dadurch zu

Ty + 2ZL'2 = 3ZL'3 = 14 (I)
— 97y — 13z3 = —57  (III)

2. Die zweite Gleichung wird normiert, indem sie durch —4, den Koeffizienten von z5
geteilt wird:

) — -1

r, + 2:132 aF 35(]3 = 14 (I)
= @ + 223 = 8 (Il
— 9y — 1333 = —57 (Il

3. In der dritten Gleichung wird z3 eliminiert:
(IlI) — (III) + 9-(II)

Ty + 2I2 == 3.7}3 = 14 (I)
bus = 15 (II)
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Nun konnen wir, bei der letzten Gleichung beginnend, ausrechnen:

r3 = 3
To = 8—21’3:2
7 = 14—-2r3—3z3 = 14—-4-9 =1

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar, seine Losungsmenge besteht nur aus einem
Element: L = {(1,2,3)}.

2. Beispiel: Auch dieses System mit drei Gleichungen mit drei Unbekannten wird in meh-
reren Schritten umgeformt:

r1 + 219 + 3x3 = 1 (I)
Try + Hxy + 8ui (IT)
101 + 222 + 423 = 1 (I1T)

I
o

1. x; wird aus der zweiten und dritten Gleichung eliminiert:

I — I -=7-()
(1) — (II1) — 10 (I)

Ty + 2ZL'2 = 3£U3 = 1 (I)
= — Oz — 13z3 = —7 (Il
— 18z, — 26a3 = -9  (III)

2. x5 wird aus der dritten Gleichung eliminiert:

() — (1) —2- (1)

1 + 2z + 3z3 = 1 (I)
= — 9wy — 13z = -7 (1))
Oz = 5  (III)

Der letzte Schritt fiihrte auch zur Eliminierung von z3 in der dritten Gleichung. Man
muss aber erkennen: das Gleichungssystem ist unlosbar: Welchen Wert man auch fiir x3
einsetzt, es ist immer

0=0-23 #5

Das Gleichungssystem kann also nicht erfiillt werden, seine Losungsmenge ist leer: L = (!
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3. Beispiel:
X1 —|— 2$2 + 3!173 = 14 (I)
Ty + bxry + 8xz3 = 35 (IT)
102y + 229 + 423 = 14 (IIT)

Wir nehmen die iiblichen Umformungen vor:

1. x; wird aus der zweiten und dritten Gleichung eliminiert:

I — I -=7-()
(III) — (1) — 10 - (1)

Ty + 21’2 = 3.733 = 14 (I)
= — 92y — 13z3 = —63 (IT)
— 18z, — 2613 = —126  (III)

2. x5 wird aus der dritten Gleichung eliminiert:

M) — 1 -2-1)
Ty + 21’2 = 31’3 = 14 (I)
= — 925 — 1323 = —63 (II)
Oxs = 0  (II0)

Der letzte Schritt fiihrte auch hier zusdtzlich zur Eliminierung von x3 in der dritten
Gleichung. Gleichzeitig ist die rechte Seite der dritten Gleichung Null geworden. Daraus
folgt: man kann fiir 3 einen beliebigen Wert einsetzen, die Gleichung

0=0-2z3 =0

gilt immer! Hat man einen Wert fiir x3 eingesetzt, so kann man die Werte von x; und
daraus berechnen:

13
Ty = 7 — 51’3
vy = 14— 2x9 — 323 jetzt xo einsetzen
13
1
= ——x
g3

Die Losungsmenge hat wegen der freien Wahlbarkeit von x3 unendlich viele Elemente:
Man wahlt z3 = \ als ,freien Parameter* und erhélt so die Losungsmenge:

1 13
L=3(-=A7T-02)2eR

Fiir jede spezielle Wahl von A erhilt man also eine giiltige Losung!
Die Losungen sind damit abhingig von dem einen reellen Parameter A!
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Welche Rechenmethodik konnen wir aus diesen Beispielen ableiten?

1) Zunéchst wird versucht, von oben nach unten Unbekannte aus den Gleichungen
zu eliminieren, dieser Prozess heifft Vorwértselimination.

2) Dann werden die Gleichungen nacheinander von unten nach oben geldst, dieser
Prozess heifft Riick(wérts)substitution. Dabei miissen eventuell freie Para-
meter gewdhlt werden, um die Losbarkeit der gerade betrachteten Gleichung zu
garantieren.

Bevor wir diese Rechenmethodik im Gaufschen Verfahren (Gauf-Algorithmus) verall-
gemeinern kénnen, miissen wir einige formale Aspekte zu linearen Gleichungssystemen
klaren. Die allgemeine Form eines linearen Gleichungssystems liefert die folgende

Definition:
Ein System der Form

a1 + 199 4+ ...+ ATy = b1
a21T1 + a929T9 4+ ...+ oLy — bg

: : : 32
+ =+ 0+ = (32)
1 T1 + ApaTo + ... + Qpp®n = by
heift lineares Gleichungssystem mit Unbekannten x4, ..., z,, Koeffizienten a;;, i =

1...,m,7=1,...,n und rechten Seiten by, ...,b,. Ein abkiirzende Schreibweise ist
Zaijxj = b firi=1...,m
j=1
Ist by = by = --- = b, = 0, so heilst das Gleichungssystem homogen, andernfalls inho-
mogen. Das Gleichungssystem mit denselben Koeffizienten ((a;;)), aber mit den rechten
Seiten b; = by = - -+ = b, = 0 heiltt das zugehorige homogene Gleichungssystem:

n
E Clijl’j:() furzzl,m
=1

Eine Losung eines linearen Gleichungssystems mit n Unbekannten besteht aus n Werten,
die, fiir die Unbekannten eingesetzt, die Gleichungen erfiillen. Wir stellen die Unbekann-
ten mit ihren n Komponenten durch einen sogenannten Spaltenvektor dar, indem wir

schreiben:
T

81
Il

Tn

Einen Spaltenvektor bezeichnen wir durch einen kleinen Buchstaben mit einem Pfeil.
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Beispiel: Das Gleichungssystem des Beispiels auf Seite 256 besitzt den Vektor der Unbe-
kannten

T
T i)
Zs3

1
U = 2

3

ist der Losungsvektor dieses linearen Gleichungssystems

Die reellen Zahlen a;;(1 <7 < m, 1 < j < n) heifen Koeffizienten des linearen Glei-
chungssystems; Sie werden in der Koeffizientenmatrix (einem rechteckigen Zahlenschema
aus m Zeilen und n Spalten)

a1y a2 ... Q1n

a91 a2 ... A9y,
A =

Am1 Am2 ... AOmn

zusammengefasst.
Man schreibt dafiir auch abkiirzend

A = ((a5),i=1...m,j=1...n)

Beispiel: Das Gleichungssystem des Beispiels auf Seite 256 hat die Koeffizientenmatrix

1
A=13 (33)
5

— N DN
N — W

Die Zahlen by, bs,...,b, € R bilden den Vektor der rechten Seite

by

b=| : |eR,
bn

flir by = by = ... = b,, = 0 erhéilt man den Nullvektor

0

. 0

0=1] . | eR”
0
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Das inhomogene lineare Gleichungssystem schreibt man dann abkiirzend

A:E’:g(@Zawx]:bz fiir Z:Lam)
=1

und das (zugehorige) homogene lineare Gleichungssystem schreibt man abkiirzend

A-Z=0 (@Zaijxj:0 fir i=1,...,m)

J=1

Wir fassen die Losungsmenge L eines linearen Gleichungssystems als Teilmenge der Men-
ge IR™ aller n—Tupel auf:

L Cc R" = : T1,...,x, €R

Beispiele: In den drei einleitenden Beispielen auf Seite 256 haben wir gesehen, dass fiir
die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems drei Moglichkeiten bestehen

1
L, = {u}= 2 Es gibt genau eine Losung.
3
Ly = 0 Das Gleichungssystem ist unlosbar.
_31; \
Ly = 7 — %)\ | A e R Das Gleichungssystem hat unendlich viele

Losungen in Abhéngigkeit von (mindestens) einem freien Parameter.

Wir werden sehen, dass dieses alle Moglichkeiten sind. Wie man eine Losung findet,
erkennt man an den drei einleitenden Beispielen (siehe Seite 256 ff): Durch zuldssige
Umformungen verringert man die Anzahl der Unbestimmten von einer Gleichung zur
nichsten und 16st anschliefend das Gleichungssystem, bei der letzten Gleichung begin-
nend, auf.

Das Ziel der Umformungsschritte ist eine Form des Gleichungssystems, in der die Unbe-
stimmte x; ab der zweiten Gleichung nicht mehr erscheint, x5 ab der dritten Gleichung
nicht mehr erscheint und x3 ab der vierten Gleichung nicht mehr erscheint und so weiter,
falls das Gleichungssystem mehr als drei Unbestimmte besitzt.
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Zulassige Umformungen eines Gleichungssystems sind solche, die die Losungsmenge
des Gleichungssystems unverédndert lassen; davon gibt es drei Arten:

e Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl X\ # 0 (bzw. Divi-
sion durch ein \ # 0)

e von einer Gleichung das Vielfache einer anderen abziehen

e zwei Gleichungen vertauschen

Zwei Gleichungssysteme, die durch zuldssige Vertauschungen auseinander hervorgehen,
heifien dquivalent.

Aus diesen drei grundlegenden zuléssigen Umformungen bekommt man durch Hinterein-
anderausfithrung sofort eine fiir die Rechentechnik hilfreiche weitere zuléssige Umfor-
mung

e Ersetzen einer Gleichung durch eine Summe aus einem Vielfachen die-
ser Gleichung und dem Vielfachen einer anderen Gleichung des linearen
Gleichungssystems.

In diesem Abschnitt soll es nicht nur darum gehen, Wege zum Lésen linearer Gleichungs-
systeme aufzuzeigen, sondern wir wollen uns eingehender mit der Struktur linearer Glei-
chungssysteme befassen.

Bei dem Umgang mit linearen Gleichungssystemen sind die beiden folgenden Fragen von

Bedeutung:

Frage 1: Unter welchen Umstédnden ist ein Gleichungssystem mit gegebenen Koeffizien-
ten (a;;) immer 16sbar, unabhéngig davon, welche Werte by, ..., b, auf der rechten
Seite stehen?

Frage 2: Was kann man iiber die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems sagen?
Wann ist insbesondere ein Gleichungssystem eindeutig l6sbar?

Unser Ziel ist die Beantwortung dieser beiden Fragen.

Fiir den Fall, dass ein Gleichungssystem nicht fiir alle rechten moglichen Seiten b4, ..., b,
l6sbar ist, ist eine weitere Frage sinnvoll, auf die wir jedoch nicht eingehen wollen:

Frage 3: Wie sieht die Menge der rechten Seiten by, ..., b, eines Gleichungssystems aus,
fiir die das Gleichungssystem eine Losung besitzt?

Alle Fragen sind so gestellt, dass sie nur die Koeffizienten (a;;) betreffen, die Werte
auf der rechten Seite (b;) werden als austauschbar betrachtet. Wir konnten bereits in
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unseren einleitenden Beispielen erkennen, dass die Auswahl der vorgenommenen
Umformungsschritte nur von den Koeffizienten auf der linken Seite abhing.

Beispiele:

1. Bei dem 1. Beispiel auf Seite 256 ldsst sich immer eine eindeutige Losung ausrech-
nen, auch wenn man die Werte auf der rechten Seite beliebig verdndert.

2. Die Strome in einem linearen Gleichstromkreis lassen sich durch Losen eines linea-
ren Gleichungssystems bestimmen, die Form und insbesondere die Koeffizienten der
Gleichungen ergeben sich aus der (haufig festen) Form des Schaltkreises (Anwen-
dung der Knoten- oder Maschenbedingungen (Kirchhoff)); die rechten Seiten der
Gleichungen hingen von den (héufig verdnderlichen) Werten der Spannungsquellen
ab.

Um uns den Antworten auf diese beiden Fragen anzunihern, wenden wir uns zunéchst
besonders einfachen Gleichungssystemen, ndmlich den homogenen Gleichungssystemen
7.

35.2 Homogene Gleichungssysteme

Homogene Gleichungssysteme sind solche, bei denen auf der rechten Seite nur Nullen

stehen.
a;nry + appxe + ...+ 13T, = 0
A21T1 + G22%2 + ...+ AopTy = 0

+ 4+ i+ =
A1 + Qoo + ... + Ay, = 0

Homogene Gleichungssysteme besitzen mit Sicherheit immer mindestens eine Losung,
ndmlich die Null:

0
0
Eine weitere Besonderheit homogener Gleichungssysteme ist:

Satz:
Die Losungsmenge L eines homogenen Gleichungssystems ist abgeschlossen gegen-
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iiber komponentenweiser Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen, d. h.:

Uy U1 U1 + U1
U= : €L und v= : el = u+v= : S
Up, Up, Up, + Uy,
Uq Ay
U= : €L und e R = M= : €L
Uy, AUy,

Beweis: @ € L und v € L bedeutet, dass beide das homogene Gleichungssystem erfiillen,
d. h.: .

Z Cliju]‘ =0

j=1

n
E V5 = 0
j=1

Die Addition beider Gleichungen liefert:

n n

dYoagu; Y agy; = Y aylu; )
j=1

=1 =1
= 0 + 0 = Zaij(uj—i—vj) fir i=1,...,m
j=1
Uy + V1
= Uu+U = : erfiillt das Gleichungssystem
Uy + Un

= u+v €L
Den zweiten Teil der Behauptung erhilt man, in dem man fiir ¢ = 1, ..., m beide Seiten
der Gleichung

n

Z aijuj = 0

j=1
mit A € IR multipliziert.

qed

Ein einfache Folgerung aus dem Satz ist dieses: Hat ein homogenes Gleichungssystem
zwei verschiedene Losungen, so hat es bereits unendlich viele Lésungen. Sind namlich @
und v zwei Losungen, so muss mindestens eine von ihnen ungleich Null sein; ist etwa
U # 0, so ist nach dem Satz fiir jedes A € IR auch A\ eine Losung; dieses sind unendlich
viele verschiedene!
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Bei der Behandlung beliebiger (d. h. insbesondere inhomogener) Gleichungssysteme ist
es niitzlich, das zugehorige homogene Gleichungssystem3? zu betrachten. Einen ersten
Zusammenhang zwischen einem allgemeinen Gleichungssystem und seinem zugehorigen
homogenen Gleichungssystem gibt der folgende

Hilfssatz:
Sei L die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

n
E ai;xr; = b; fir +=1,...,m
i=1

und L die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems, dann gilt

U1 — V1
UieL = U—T= ; e LH

Up, — Up

Das bedeutet: Die Differenz zweier Losungen ist Losung des zugehorigen homogenen
Systems.

Beweis: @ und v sind Losungen, d. h. sie erfiillen das Gleichungssystem:
Z Cliju]‘ = bl
j=1
Zaijvj = bz

i=1

Die Subtraktion beider Gleichungen liefert fiir e =1,...,m

n n
E Qi jUj  — E ;U5 = bl—bl =0
J=1 J=1

n
= > ai(u;—v;) = 0 fir i=1,...,m
j=1
Uy — U1
= U—U = : ist Losung des homogenen Systems
Uy — Up

qed

324. h. das Gleichungssystem mit denselben Koeffizienten, das auf der rechten Seite nur Nullen hat
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Beispiel: Das Beispiel Nr. 3 auf Seite 258

1 + 2z + 3z3 = 14 ()
10z, + 2z, + 4dzy = 14 (1)

hatte, wie berechnet, die Losungsmenge

L = 7-Bx [[reR

Sind etwa « und v die beiden Losungen, die zu A = 18 und A = 0 gehdren, so rechnet man
leicht nach, dass deren Differnz @ — v eine Lésung des zugehoérigen homogenen Systems

) 0 )
0—v = 19 | =1 7| = —2 | e LH
18 0 18

Den endgiiltigen Zusammenhang zwischen L und L¥ beschreibt der folgende

Satz:
Sei

Zon

eine fest gewdhlte (man sagt: eine spezielle) Losung des linearen Gleichungssystems. Man
erhélt alle weiteren Losungen dadurch, dafs man zu 7y beliebige Losungen des zugehorigen
homogenen Systems addiert. Man schreibt diese Aussage in der Form

L =&+ L% = {4|i=2)+ 0mit 7€ L7}
Beweis: 1. Schritt: Wir miissen zeigen, dass jeder Summe der Form

ZTo1 + U1 U1
U= To+vU = X mit U= : e "

Zon + Un Un

das lineare Gleichungssystem erfiillt. Wir testen das aus, indem wir ganz einfach @ = 7y+v
in das Gleichungssystem einsetzen:
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Fiir i =1,...,m ist dann
n n n
Z aij(woj + voj) = Z QijToj + Z ijVj
j=1 j=1 j=1
Nun ist fir¢e=1,...,m
Xn: Gz — b, denn 7y ist Losung des Glei-
- i chungssystems
-
i e — 0 denn v'ist Losung des homo-
- R genen Gleichungssystems
J:
Verwendet man dieses, so ist fiir ¢ = 1,..., m schlieklich
n n n
doailwo+v) = D ayre; + Y ayy
j=1 j=1 j=1
= b; + 0
— b,
Also:

To+U € L fiir jedes 7 € L¥
2. Schritt: Sei @ € L beliebig, wir miissen zeigen, dass sich @ in der Form
i = To+v mit veL”
darstellen lisst. Zu finden ist ein geeignetes ¥ € L!; wir setzen dazu an

Uy — o1
U =U—2y =

Up — Ton

Da %y und @ beides Losungen des Gleichungssystems sind, ist nach dem vorangegangenen
Hilfssatz (siehe Seite 265) U = @ — Z eine Losung des zugehorigen homogenen Systems;
U leistet daher das Gewdiinschte: es ist

Damit ist alles bewiesen.

qed

Dieser Satz besitzt eine dhnlich Folgerung wie der Satz auf Seite 264: hat ein allgemei-
nes lineares Gleichungssystem zwei verschiedene Losungen ) # iy, so besitzt es bereit
unendlich viele Losungen: Es ist ndmlich

0 # i —ily € LT = XN-(t) —1y) € L fiirall A€ R
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Daraus gewinnt man die unendlich vielen Losungen

G+ N (i — i) € L

Eine weitere Folgerung aus dem Satz, die uns dicht an die Antwort von Frage 2 (siehe
Seite 262) heranfiihren wird, ist

Folgerung: Ein losbares lineares Gleichungssystem sei gegeben. Das Gleichungssystem ist
genau dann eindeutig l6sbar, wenn das zugehorige homogene System nur die Losung 0
besitzt.

Beweis: Die Aussage folgt aus
L = Zy+ L7 mit einem speziellen 7y € L
L hat nur dann genau die einzige Losung &y, wenn L nur die Nullssung enthilt.

qed

Wir miissen jetzt noch kléren,

e wann ein homogenes System nur die Nullosung besitzt;

e wie man feststellt, ob ein Gleichungssystem mindestens eine spezielle Losung &y
besitzt;

e wie man die spezielle Losung @ findet.

Um dieses zu erkennen, miissen wir das Gleichungssystem geeignet umformen. Dieses ist
Inhalt des Gaufsschen Eliminationsverfahrens.

Wir werden mit dessen Hilfe entdecken, dass es neben der Anzahl der Unbestimmten n
und der Anzahl der Gleichungen m noch zwei Mafzahlen fiir ein lineares Gleichungssys-
tem gibt: dessen Rang r und Corang s.

Mit Hilfe von r und s werden wir die beiden Fragen auf Seite 262 beantworten kénnen.

35.3 Das Gaufische Verfahren - der Gaufi-Algorithmus

Um weitergehende Aussagen iiber ein lineares Gleichungssystem zu gewinnen, muss man
das Gleichungssystem auf die Art umformen, wie es in den ersten Beispielen dieses Ab-
schnitts (siehe Seite 256) erfolgte. Hier diirfen natiirlich nur die zuldssigen Umformungen
(siehe Seite 262) benutzt werden. Diese Vorgehensweise ist genau der Inhalt des Gaufs-
schen Satzes. Zunéchst dazu aber noch ein
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Beispiel: Wir wollen das 5 x 5-Gleichungssystem

Ty + 5r9 + 3x3 — X4 = 2
—2x1 — 1029 — 523 + x4 — 225 = —6
—2x1 — 10xy — 923 + 624 + 425 = 3 (34)
r1 + dro + drs — 2x4 — 625 = —1
—T1 — 5:[‘2 — 55(33 = 51‘4 = 4

16sen. Wir beginnen, indem wir das 2-Fache der ersten Gleichung zur zweiten und dritten
Gleichung addieren, die erste Gleichung von der vierten abziehen und die erste Gleichung
zur letzten addieren; wir erhalten

T + 51’2 = 3$3 — X4 =)
T3 — T4 — 21‘5 = -2
—3I3+4$4+4ZL‘5: 7

203 — x4 — 65 = —3

— 21‘3 T+ 41’4 = 6

Wir addieren jetzt das Dreifache der zweiten Gleichung zur dritten, ziehen das Doppel-
te der zweiten von der vierten ab, addieren das Doppelte der zweiten zur fiinften und
erhalten

$1+5$2—|—3QJ3— Ty =)
T3 — ZE4—2I5:—2

[L’4—2$5: 1

$4—2£B5: 1

2.1'4 — 41‘5 ==
Als letztes ziehen wie noch die dritte Gleichung bzw. deren Doppeltes von der vierten
und fiinften Gleichung ab und erhalten die fertige Umformung:

1 + bxo + 313 — X4 = 2
$3—$4—21’5:—2
gy —2x5= 1 (35)
0375 = 0
OZL’5 = 0

Diese Form des Gleichungssystems ist dadurch gekennzeichnet, dass

e die Variable z; (spitestens) ab der i + 1 Gleichung nicht mehr erscheint,

e cinige der Variablen einmal an einer ,Stufe mit Koeffizienten 1 vorkommen (1,
x3, T4), andere Variablen hingegen nur im  Inneren“ der Gleichungen auftauchen

(5527 355);

e die beiden letzten Gleichungen entartete ,Nullgleichungen“ sind, alle Koeffizienten
in ihnen sind Null.

Da auch ihre rechten Seiten der Nullgleichungen Null sind, ist dieses Gleichungssystem
l16sbar.
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Jetzt zur Verallgemeinerung!

Satz: (Gaufisches Eliminationsverfahren - Teil 1: Vorwiértselimination)
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem:

Am1T1 + Qoo + ...

by
by

a;xry + aeTe + ...+ a1, =
a91T1 + A22T9 4+ ...+ AonTy =
+ -+ + =

+ AmnTp = bm

Hierzu gibt es ein dquivalentes®® Gleichungssystem in sogenannter reduzierter Form oder
Zeilenstufenform. Schreibt man nur die Koeffizienten der Zeilenstufenform auf, so erhélt
man ein Schema der folgenden Art:

0

0 0|1 * =

000
0 0] 1 = x
0 0 0 0 0
0 --- 0.0 0 0

A
B2

Bs

Br
ﬁr+1

i

Hierbei sind die * irgendwelche Zahlen, die §; sind die rechten Seiten der umgeformten

Gleichungen.

Die genaue Darstellung der reduzierten Form lautet:

Thy Tk 41 * Thoy 41 F X1k 42 * Thy 42+ Ok 43 * Tl 43+ -+

+ay, - T= 51

0+ Ty F kg 41 * Thot1+Q2%yt2 * Thytot - .. FQopn - Tn= 2

D+ : + : + : +...4+ 1 =

0+ 0 + T, +rk, 41 Thpr1t - Q- T = ﬁr (36)
0+ 0 + 0 + O-zpp1 +...+ 0.2, =611

D+ : + 2 + E +...4+ 1 =

0 + 0 + 0 + 0-2p41 +...4+0-2, =0y

33d. h. durch zuléssige Umformungen gewonnenes
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Dabei sind die
kl,kg,...,kTG]N (TGN())

Zahlen mit
1<k <ky<...<k.<nm

Sie geben die Position der Stufe in einer Zeile an. Hiermit endet die Vorwirtseli-
mination im Gauf-Algorithmus: Das Gleichungssystem ist iiberfiihrt in ein dquiva-
lentes lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform. Unterhalb der r-ten Zeile ste-
hen links vom Gleichheitszeichen nur noch Nullen als Koeffizienten vor den Unbekann-
ten; ab der r+1-ten Gleichung ( r+1-ten Zeile) haben die Gleichungen also die Form
0=p8;, r+1<j<m.Links vom Gleicheitszeichen hat man hier also eine sog. Null-
zeile.

Wie erhilt man die Zeilenstufenform?

Die Beweisidee vom 1. Teil: Vorwéartselimination:

Nach eventuellem Zeilentausch kann man davon ausgehen, dass ay; # 0 gilt. Dann wird
(beginnend mit der néchsten Zeile) Zeile fiir Zeile durch zulidssige Umformungen der
Form

(neue i-te Zeile) = alte Zeile - —ay1 /aq1-(alte i-te Zeile)

so umgeformt, dass an der ersten Stelle eine Null, genauer 0 - x; steht. Danach sucht
man den Koeffizienten a;; # 0 mit kleinstem Zeilenindex i und kleinstem Zeilenindex j
und wiederholt das fiir die ersten beiden Zeilen durchgefiihrte Verfahren beginnend in
der i-ten Zeile.

Dieser Prozess wird so lange durchgefiihrt, bis alle m Zeilen des Gleichungssystems bear-
beitet sind. Durch wiederholten Zeilentausch werden die eventuell vorhandenen Nullzeilen
schlieflich nach unten gebracht. In jeder Nichtnullzeile fiihrt Division durch den fiihren-
den Koeffizienten dazu, dass die Zeilen mit einer 1 als Koeffizienten beginnen.

Definition:

Die Zahl r aus dem Satz heift Rang des Gleichungssystems, s = n—r heifst Corang. Der
Rang r eines linearen Gleichungssystems ist also die Anzahl der Nichtnullzeilen links
vom Gleichheitszeichen am Ende der Vorwartselimination des Gauf-Algorithmus. Der
Corang ist die Anzahl der Unbekannten minus Rang des linearen Gleichungssys-
tems. Der erweiterte Rang r ist die Anzahl der Nichtnullzeilen am Ende der Vor-
wartselimination des Gauf-Algorithmus unter Beriicksichtigung aller Terme also links
und rechts vom Gleichheitszeichen.
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Beispiel: Das Gleichungssystem auf Seite 269 hat die reduzierte Form (Zeilenstufenform)

1 + bxo + T3 — X4 = 2
1‘3—114—21’5:—2

Tyg — 2.1'5 = 1

O.T5 = 0

0(L’5 = 0

Wir erkenne zwei komplette Nullzeilen, damit gilt:

Rangr = 3
Corangs =5-3 =2
erweiterter Rang r = 3

In diesem Fall gilt also r=r, der Rang ist gleich dem erweiterten Rang.

Satz: (Gaufisches Eliminationsverfahren - Teil 2: Riick(wirts)substitution)
Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem in Zeilenstufenform

Thoy F Q1R +1 * Thoy 41+ Vky 12 * Thy+2F 01k +3 * Thy43+ - . F00y - Tp= 1

0 + Ty F 0y 41 * Thyt1FQ2py 12 * Thygat .. +Q2pn - Tn= [

D+ : + + : +...4+ = =

0+ 0 + Lk, Tk, 41 Thpp1t o+ - Ty = 67’ (37)
0+ 0 + 0 + O'xkr_;_l +...+ O'ZD,L :/87.+1

P+ : + : + : +...+ =

0+ 0 + 0 + O0-2pp1 +...4+ 0-2, =0,

dann gilt:

1) Das lineare Gleichungssystem ist 16sbar, wenn gilt: r = 1, also Rang = erweiter-
ter Rang.

2) Ist s = n—r > 0, also Corang > 0, so hat das lineare Gleichungssystem unendlich
viele Losungen, die Losungen enthalten s freie Parameter.

3) Das lineare Gleichungssystem hat genau eine Ldsung, wenn gilt: r =t = n und
damit s = 0.

4) Die Losungsmenge berechnet man nach folgendem Algorithmus, der sog.
Riick(wirts)substitution:
Die Beweisidee vom 2. Teil: Riick(wéirts)substitution:
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Man 16st die letzte (unterste) Nichtnullzeile nach der fiihrenden Unbekann-
ten auf. Wenn danach rechts vom Gleichheitszeichen Unbekannte stehen, ersetzt
man diese durch freie Parameter.

Dann arbeitet man sich zeilenweise nach oben (zuriick/riickwérts) und 16st
auch diese Zeilen jeweils nach der fiihrenden Unbekannten auf. Die Unbekannten
rechts vom Gleichheitszeichen substituiert man (d.h. ersetzt man) durch die zu-
vor berechneten Ausdriicke fiir die jeweilige Unbekannte. Ist eine Substitution nicht
moglich, ersetzt man diese Unbekannte durch einen weiteren freien Parameter.

Beispiel: Das Gleichungssystem auf Seite 269 hat die reduzierte Form (Zeilenstufenform)

T, + 59 + 33 — 24 =
I3—ZE4—2I‘5:—2

Tyq — 21’5 = 1

0.1'5 = 0

0375 = 0

In diesem Fall gilt also r=r=3, der Rang ist gleich dem erweiterten Rang und Corang
s=2, d.h.:

Das lineare Gleichungssystem ist l6sbar, die Losungsmenge enthélt unendlich viele Ele-
mente abhingig von 2 freien Parametern.

Man findet die Losungen, indem man die erste Nichtnullzeile nach der filhrenden Unbe-
kannten x, auflost und x5 = A\; als 1. freien Parameter setzt:

Ty — 1+2.Z'5 = 1+2)\1
und anschliefend zeilenweise nach oben (zuriick /riickwérts) berechnet:

T3 = —24T4+2x5=—-24+ (1+2\)+2\ = —1+4)

1 = 2—5332—3.1’34—1'4 = 6—591:2—10)\1

dabei setzt man x5 = A als weiteren (2.) freien Parameter, man erhélt so:

1 = 6 — 10)\1 —5)\2

Als Ergebnis bekommen wir die Losungsmenge

6 — 10X\ — By
A2
L = —1+4X) | )\1,)\2 eR (38)
142X\
A1
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Fiir jede spezielle Wahl der freien Parameter A; und Ay bekommt man eine spezielle
Losung des linearen Gleichungssystems, z.B. fiir Ay = 1 und Ay = 0:

Folgerung: Ein Gleichungssystem ist genau dann hoéchstens eindeutig 16sbar, wenn sein
Rang gleich der Anzahl der Unbekannten ist:

r=n

Man sagt: Das Gleichungssystem besitzt vollen Rang.

Beispiel: Das Gleichungssystem von Seite 256 besitzt die reduzierte Form

X1 T 2.1'2 —+ 3£C3 = 14
T2 + 2!173 8
T3 = 3

Sein Rang ist r = 3 = n, und es gibt nur eine Losung @ = (1,2, 3).

Beispiel: Das Gleichungssystem von Seite 258 mit der reduzierten Form

ry + 2272 aF 31‘3 = 14

To —+ %xg, = 7
0.1'3 = 0

besitzt keinen vollen Rang, es ist hier r = 2 < 3 = n. Wie wir gesehen haben, ist es nicht
eindeutig l6sbar, die Losungsmenge ist unendlich:

—(1/9)A
L = T—(13/9A | | A eR
A

Wir sind jetzt dicht an der Antwort zu Frage 2 auf Seite 262. Wir kommen jetzt nochmal
auf homogene Gleichungssysteme zuriick.
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Satz:
Ein homogenes Gleichungssystem mit n Unbekannten besitzt genau dann nur die Losung
Z =0, wenn sein Rang r = n ist.

Beweis: Nach der Folgerung auf Seite 274 ist eine Gleichungssystem genau dann héchstens
eindeutig 16sbar, wenn r = n ist. Da ein homogenes Gleichungssystem immer die Losung
Z = 0 besitzt, ist £ = 0 in diesem Falle die einzige Losung.

qed

Satz:
Ein homogenes Gleichungssystem mit Corang s > 0 besitzt s sogenannte Grundldsun-
gen (oder Basislosungen)

L1y «-.y Tg

so dass fiir die Losungsmenge L des homogenen Systems gilt

LH == {Alfl—i-“'—i-)\sfs’)\1,...,)\3611:{}

Diese Aussage besagt, dass sich alle Losungen eines homogenen Systems als Summe
von Vielfachen endlich vieler fest gewéhlter Losungen darstellen lassen. Die Faktoren
A1, ..., As sind dabei freie Parameter oder auch Freiheitsgrade.

Anstelle eines Beweises geben wir nur an, wie man die Grundlésungen 7, ..., Z, erhilt.

Bei den freien Parametern
A, ey A

, die bei Corang s > 0 im Gaufschen Elimanationsverfahren gesetzt werden, geben wir
immer genau einem Parameter den Wert 1 und den anderen Parametern den Wert 0. Wir
erhalten so 7;, indem wir

/\i:17 )\j:O7 7]#% 1§Z’j§8

setzen.

Beispiel: Wir betrachten das zu dem Gleichungssystem (34) auf Seite 269 gehorige ho-
mogene System, seine reduzierte Form unterscheidet sich von (35) nur dadurch, dass auf
der rechten Seite nur Nullen stehen;

$1+5$2+3£B3—ZE4 = (0
T3 — T4 — 2205 =0

Ty — 225 =0

0I5:O

01’5:0
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Man erkennt: der Corang ist s = 2 und die Losungsmenge ist

—10\; — By
A2

L= A\ | A, A € R (40)
2)\1
A1

Wir wollen die beiden Grundlésungen ¥, und &5 berechnen:

Z1: Man setzt

—10
0
A =1 und A2:0:>flz 4
2
1
Za: Man setzt
—9
1
A =0 und )\2:2:>.f')2: 0
0
0

Insgesamt ergibt sich die Losungsmenge des homogenen Systems

|
—_
e}

)

L7 = (- + A2 | A, €R » =L (41)

— N s O
S O O

Wir fassen jetzt die beiden Satze auf den Seiten 266 und 275 zusammen und erhalten als
ein Endergebnis dieses Abschnitts den

Satz:
Ein allgemeines Gleichungssystem, besitzt, sofern es losbar ist, die Losungsmenge

L = {Zy+ M1+ ...+ AT | A1, A €R} (42)

Dabei ist & eine spezielle Losung des Gleichungssystems und 'y, . . ., 7, sind die s Grund-
16sungen des zugehorigen homogenen Systems.
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Beweis: Es ist
L = %, + LY nach dem Satz auf Seite 266

= Ty + {MT 1+ AT A, A ER G nach dem Satz auf Seite 275

= {fo—f—/\lfl—i-...—f—/\sfs‘)\17...,)\SEIR}
qed

Beispiel: Nimmt man die obige Gleichung (41) und die in dem Beispiel auf Seite 273

berechnete spezielle Losung (38), so erhélt man die Losungsmenge des Gleichungssystems
(34):

—4 —5 —10
0 1 0
L = 3 + A1 - 0 + Ay - 4 |)\1,)\2€IR
3 0 2
1 0 1

Nun haben wir auf die beiden zentralen Fragen dieses Abschnitts (siehe Seite 262) Ant-
worten gefunden:

Antwort auf Frage 1: Ein Gleichungssystem mit gegebenen Koeffizienten (a;;) ist ge-
nau dann immer lésbar, unabhéngig davon, welche Werte by, ..., b,, auf der rechten
Seite stehen, wenn sein Rang gleich der Anzahl der Gleichungen ist: r = m.

Antwort auf Frage 2: Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems wird durch
(42) beschrieben. Das Gleichungssystem ist insbesondere nur eindeutig lsbar, wenn
n—r=s=0bzw. n=rist (siche Seite 274).

Zusammenfassend folgt hier noch einmal eine Liste der Schritte, die man beim Ld&sen
eines gegebenen linearen Gleichungssystems ausfiihrt:

1. Herstellen der reduzierten Form mit dem Gauftschen Verfahren

2. Beachten der Nullgleichungen: Sind Nullgleichungen vorhanden, die auf der rechten
Seite von Null verschiedene Werte besitzen, so kann man wegen der Unlosbarkeit
des Gleichungssystems den Lésungsvorgang abbrechen.

3. Im Falle eines inhomogenen Systems Bestimmung einer speziellen Losung

4. Im Falle von s > Bestimmung der s Grundlésungen #1,...,Z, des zugehdrigen
homogenen Systems.

5. Aufstellen der Losungsmenge nach (42)
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35.4 Das Gauft-Schema zur Formalisierung des Gaufi-Algorithmus

Gegeben ist das lineare Gleichungssystem A -7 = b mit der Koeffizientenmatrix A,

dem Vektor der Unbekannten 7 und dem Vektor der rechten Seite b (auch kurz
,rechte Seite“ genannt).

Wie wir gesehen haben, kommt es bei der Durchfiihrung der Vorwirtselimination des
Gauf-Algorithmus nicht auf die Bezeichnung (Namen) der Unbekannten sondern nur auf
die Koeffizientenmatrix A und den Vektor der rechten Seite b an.

Daher kann man das Verfahren stark formalisiert im sogenannten Gaufi-Schema
durchfiihren. Das Gaufs-Schema ist eine Tabelle mit zwei Spalten (linke Spalte und
rechte Spalte), die jeweils links eine Matrix und rechts einen Vektor enthilt. Jede ele-
mentare Umformung der Vorwirtselimination, die simultan in der linken und rechten
Spalte durchgefiihrt wird, erzeugt eine neue Spalte diesen Typs. Man startet in der ers-
ten Zeile mit der Koeffizientenmatrix A in der linken Spalte und dem Vektor der rechten

Seite b in der rechten Spalte (vereinfacht ohne Klammern geschrieben). Am Ende der
Vorwértselimination hat man in der linken Spalte eine Matrix in Dreiecks- bzw. Trapez-
form (mit Nullzeilen) und in der rechten Spalte einen Vektor.

Dann kann man folgende Gréfsen ermitteln:

1) Der Rang von A ist die Anzahl der Nichtnullzeilen in der linken Spalte des Schemas.

2) Der erweiterte Rang ist die Anzahl der Nichtnullzeilen im kompletten Schema,
d.h. unter Beriicksichtigung der linken Spalte und der rechten Spalte.

3) Gilt Rang#erweiterter Rang, ist das Gleichungssystem nicht 16sbar.
Gilt Rang=erweiterter Rang kann die Riick(wérts)substitution zur Losung
des linearen Gleichungssystems beginnen.

Falls das Gleichungssystem losbar ist,kann man dann anschliefend durch Riicksubsti-
tution/Riickwirtseinsetzen die Lsungen berechnen.
Das folgende Beispiel demonstriert das gerade beschriebene Vorgehen.

Beispiel:
Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

-2 -1 3 1 1
Ad=be| 2 2 3 |- | = ]|=]2
N 4 1 -1 T3 3

Das zugehorige Gaufs-Schema ist dann
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-2 -1 3 1

2 2 3 2

4 1 =3 3 IT1+1 und II1+2-I
-2 -1 3 1

0O 1 6 3

0 -1 3 5 ITT-+I11
—2 -1 3 1

0O 1 6 3

0 0 9 8

Dabei wurde gerechnet (romische Ziffern bezeichnen die Gleichungen des Systems):
1. Schritt (von erster Zeile zu zweiter Zeile der Tabelle): TI+1 und I11+2-1
2. Schritt (von zweiter Zeile zu dritter Zeile der Tabelle): ITT+I11

Man sieht: Rang=erweiterter Rang = das Gleichungssystem ist 16sbar,

Corang=0 =- man benétigt keine freien Parameter,

die Riicksubstitution startet in der letzten Zeile des Gleichungssystems:
8

r3 = g und durch Riickwértseinsetzen erhélt man xo = 3 — 6 - 13 = —% und z; =

—2 (l4z3-3-23)=—3-1-1-3-H=—1.(-4) =2

35.5 Quadratische Gleichungssysteme

Von besonderem Interesse und am héufigsten vorkommend sind die quadratischen Glei-
chungssysteme. Ein Gleichungssystem heifsit quadratisch, wenn die Anzahl sei-
ner Unbestimmten gleich der Anzahl seiner Gleichungen ist, d. h. n=m

Das Bemerkenswerte an quadratischen Gleichungssystemen ist, dass die Beantwortung
der beiden Fragen (Seite 262) zusammenfillt. Dieses findet Ausdruck in dem folgenden

Satz:
Ein quadratisches Gleichungssystem (wie (32) auf Seite 259 jedoch mit n = m) ist genau
dann fiir jede rechte Seite by, ..., b, 16sbar, wenn es immer hdchstens eindeutig 16sbar ist.

Eine hierzu gleichwertige Aussage wird uns bei der Polynominterpolation niitzlich sein:

Satz:
Ein quadratisches Gleichungssystem ist genau dann fiir jede rechte Seite by, . .., b, 16sbar,
wenn sein zugehoriges homogenes System nur die Nulldsung besitzt.

279 Dreizehnter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Die Beweise dieser beiden Sitze ergeben sich ohne Rechenaufwand direkt aus den Sét-
zen dieses Abschnitts. Die Beweise werden als iibung empfohlen; man erhélt sie auch
unmittelbar aus dem zweiten Teil der folgenden iibersicht.

35.6 Ubersicht zur Bedeutung von Rang und Corang
1. Esist r < n sowie r < m.

Das Gleichungssystem besitzt fiir jede rechte Seite

ren (b;) hochstens eine Losung.
2.
Das zugehorige homogene System besitzt nur die
Losung 0.
3 r—m Das Gleichungssystem ist fiir jede rechte Seite (b;)

16sbar.

Es gibt genau s verschiedene Gundlosungen des

4. s=n—r>0 zugehorigen homogenen Gleichungssystems.

5. Filir n = m, d. h. fiir ein quadratisches System gilt:

Fiir jede rechte Seite gibt es hochstens eine Losung.
(Eindeutigkeit)

& Das homogene System besitzt nur die Losung 0.

Das Gleichungssystem ist fiir jede rechte Seite 16s-
bar.
< r=n&r=m<< s=0

36 Matrizen

36.1 Der Begriff der Matrix

Wir kommen auf die linearen Gleichungssysteme zuriick und verfolgen das Ziel, fiir diese
eine geeignetere und auch kiirzere Schreibweise zu finden.

Der wesentliche Bestandteil eines Gleichungssystems sind seine Koeffizienten, sie bestim-
men Rang und Corang des Gleichungssystems. Man beginnt daher beim Aufstellen der
neuen Schreibweise bei den Koeffizienten:
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Die Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen und n Unbekann-
ten
a11T1 + a12Ts + ... + ATy = b1
a1 + ATz + ...+ ATy, = by
+ 5+ i+ =
Am1T1 + QmaTo + ... + Qpp®y = by

schreibt man in der Form einer sogenannten m x n—Matrix

a1 a1 ... Q1n

21 22 ... Qon
A =

Am1 Am2 ... Qmn

Eine m x n—Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n Spalten. Man
bezeichnet Matrizen meist mit groken Druckbuchstaben. Kurzschreibweisen fiir allgemei-
ne Matrizen sind

A= ((a5),i=1...m,j=1...n)

oder, falls Zeilen- und Spaltenzahl bereits festliegen, auch nur einfach A = ((a;;)). Die
a;; nennt man die Koeffizienten oder Eintrige der Matrix.

Als Beispiel betrachten wir das lineare Gleichungssystem

21‘1 + 101’2 + 61}3 = 18
—-xr + 2.132 — 3I3 = 0
3r1 + To + 223 = 9 (43)
4£L'1 + 131‘2 + 55(]3 = 27

Dieses ist ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 3 Unbekannten, es besitzt als
Koeffizientenmatrix die 4 x 3-Matrix

2 10 6
-1 2 -3

A= 31 2 (44)
413 5

Matrizen sind eine Verallgemeinerung der Spaltenvektoren, der Schreibweise, die man fiir
die Losung von Gleichungssystemen verwendet: Einen Spaltenvektor wie

T

81
I

Tn

kann man als n x 1-Matrix auffassen, also als Matrix mit n Zeilen und nur einer Spalte.
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Umgekehrt ist es oft giinstig, eine m x n—-Matrix als Zusammensetzung von n Spalten-
vektoren mit jeweils m Komponenten zu betrachten:

A = ((a;5),i=1...m,j=1...n)

mit a; = : fir j=1...n
Qg

Der erste Index zahlt hier die Komponente des Spaltenvektors, der zweite gibt an, dass
es sich um den j-ten Spaltenvektor handelt.

Die Spaltenvektoren der Matrix (44) sind

2 10 6
. -1 . 9 . _3
1 = 3 @2 =1 4 =1 9
4 13 5

Die Menge der n—dimensionalen Spaltenvektoren wird mit IR" bezeichnet. Fiir Matrizen
trifft man entsprechend die

Definition:
Fiir m,n € IN ist

M™"(R) = {((aij),t=1...m,j=1...n)|a; € R}

die Menge aller (reellen) m x n—Matrizen.
Die Matrix (44) ist demnach ein Element der Menge M**(IR).

Als wichtige Spezialfille von M™"(IR) hat man:

e M""(IR) ist die Menge der quadratischen Matrizen; Zeilen- und Spaltenzahl sind
bei diesen gleich.

e M™'(IR) ist — wie bereits erwihnt — die Menge der einspaltigen Matrizen, sie
entspricht der Menge der m-dimensionalen Spaltenvektoren:

M™(R) = R™

e M""(IR) ist die Menge der einzeiligen Matrizen, sie entspricht der Menge der n-
dimensionalen Zeilenvektoren:

MY (R) = {(a1,...,a,)|a; € R}
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e M (IR) ist die Menge der Matrizen mit nur einem einzigen Eintrag, sie entspricht
der Menge der reellen Zahlen:

M"(R) = R

Um mit Hilfe der Matrizen zu einer einfachen Schreibweise fiir lineare Gleichungssysteme
zu gelangen, definiert man eine ,Multiplikation“ zwischen einer m x n—Matrix und einem
n-dimensionalen Spaltenvektor:

Definition:
Seien
X1

A = ((aij)) € M™™"(R) und T = : c R"
Tn

eine m X n—Matrix und ein n-dimensionaler Spaltenvektor, dann definiert man deren
Produkt durch

air ... A1y T
AT =
aAmi1 .- Qmn Tn
45
anry + aprs + ... +  A1pTn ( )
as1r1 + ag99ry + ... + AonTn
Am1T1 + A2z + ...+ ATy

Verkniipft wird hier immer jeweils eine Zeile der Matrix mit dem Spaltenvektor:
Iy
(@ity .oy aim) - : — apTy + Aprs + ...+ apr, € R
Ty
Das Ergebnis hiervon ist eine reelle Zahl. Hat die Matrix m Zeilen, so liefert die gesam-

te Operation als Ergebnis m reelle Zahlen; diese bilden genau einen m-dimensionalen
Spaltenvektor.

Der Wertebereich der Verkniipfung ,,-“ zwischen einer m x n—Matrix und einem n—
dimensionalen Spaltenvektor ist somit der IR™ :

M™"(R) x R* —s R™

Jetzt braucht man nur die rechte Seite eines Gleichungssystems als m-dimensionalen
Spaltenvektor darzustellen. Dann kann man statt

a1, + a9y + ...+ ATy = bl
a21T1 + G22%2 + ...+ QopZTy = bg

+ o+ i+ =
am1x1+am2x2+---+amnxn:bm
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das Gleichungssystem in der einfacheren Form

[

air ... QA1n T 1

(=

A1 -+ Gmn Tn

aufschreiben, bzw. man kann die Kurzschreibweise
A7 =10

verwenden. Der letzte Ausdruck ist die direkte Verallgemeinerung der Darstellung axz = b

einer einfachen Gleichung mit einer Unbekannten.

Die Matrix—Vektor—Multiplikation

aip ... Qip T
AT =

am1 --- Amn Tn

ap1ry + ... + aipT,

am1T1 + ... + QumnTn

ist dabei so gefasst worden, dass sie genau auf die linearen Gleichungssysteme passt!

Beispiel: Das Gleichungssystem (43) auf Seite 281 bekommt in Matrizenschreibweise die
Gestalt

2 10 6 18
-1 2 -3 TN o
301 200" T o9
4 13 5 3 27

Beim Reduzieren des Gleichungssystems mit dem Gaufschen Verfahren schreibt man
natiirlich nur die Koeffizientenmatrix und den Spaltenvektor der rechten Seite auf:

1. Normierung der ersten Gleichung liefert

1 5 3 9
-1 2 =3 0
3 1 2 9
4 13 5 27

2. Geeignete Vielfache der ersten Zeile werden von den folgenden abgezogen oder zu
diesen hinzuaddiert:

1 5 3 9
0 7 0 9
0 —-14 7 —18
0o -7 =7 -9
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3. Die zweite Zeile wird normiert, anschliellend werden geeignete Vielfache der zweiten
Zeile von den folgenden abgezogen oder zu diesen hinzuaddiert:

o O O
S O = Ot
~N O W
O OO ©

4. Normiert man nun noch die dritte Gleichung und addiert man ihr Siebenfaches zur
letzten Gleichung, so erhilt man ein reduziertes Gleichungssystem, das in Matri-
zenschreibweise so aussieht:

15 3 9
01 0 1 %
To | =
00 1 . 0
000 3 0

Nachdem wir hier die Matrizen iiber lineare Gleichungssysteme eingefiihrt haben, werden
wir sie jedoch — so wie es iiblich ist - weitestgehend losgeldst von den Gleichungssystemen
behandelt. Wir werden sehen, dass man Matrizen formal gut handhaben kann und werden
insbesondere die Matrizenrechnung kennenlernen.

Eine wichtige Kennzahl ,erbt* die Matrix vom zugehorigen linearen Gleichungssystem:

Definition:
Der Rang einer Matrix M, geschrieben rgM, ist der Rang eines linearen Gleichungssys-
tems mit Koeffizientenmatrix M.

Ein Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix M hat die Gestalt M - 7 = b mit einem
b € R™. Will man den Rang berechnen, so erfolgt das natiirlich mit dem Gaufsschen
Verfahren. Ist man nur am Rang der Matrix interessiert und nicht an moglichen Losungen
des Gleichungssystems, so reicht es, die Umformungsschritte des Verfahrens nur auf die
Matrix anzuwenden und dabei die rechte Seite b nicht zu beachten.

Beispiel: Fiir die Matrix (44) ergab die Rechnung ab Seite 284

2 10 6
~1 2 -3

gl o3 1 o | =3
413 5

Eine wichtige Operation auf Matrizen ist die Transposition:
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Definition:
Sei A € M™"(IR) ein m x n—Matrix. Dann ist

Al oder in Worten: “A transponiert®

diejenige Matrix n x m—Matrix, die man erhiilt, wenn man A an der Hauptdiagonalen®
spiegelt. Die Spalten von A’ sind dann genau die Zeilen von A:

ayp ... Qip

11 Q21 ... Gml
A — as1 ... a.2n N At _ .
) A1p A2, ... (Omn
Am1 Qmn
Beispiel:
- t
2o > 1
= 10 2 1 13
51 2 6 -3 2 5
4 13 5

Bemerkung: Bei nicht quadratischen Matrizen werden beim Transponieren Zeilen- und
Spaltenzahl vertauscht, d. h.

AeM™(R) = A'e M"™(R)

Fiir n # m liegt insbesondere die transponierte Matrix in einer anderen Matrizenmenge,
namlich M™™(IR), als die urspriingliche. Nicht so bei quadratischen Matrizen, dort gilt:

AeM"(R) = A'e M""(RR)

Da doppeltes Spiegeln zum Urspriinglichen zuriickfiihrt, gilt der

Satz:
AcM™(R) = (A) = A

Die zweimal transponierte Matrix ist also gleich der urspriinglichen!

Definition:
Eine quadratische Matrix A € M™"(IR) heift symmetrisch, falls sie gleich ihrer Transpo-
nierten ist:

A=A

31Die Hauptdiagonale ist die Diagonale mit den Elementen ay;,asg,. .. .
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Eine n x n-MatrixA = ((a;;)) ist genau dann symmetrisch, wenn ihre Eintrige die Glei-
chungen
Q55 = Qg fiir alle Z,j:].n

erfiillen. Beispiel:

1 3 . .
A = <3 2) ist symmetrisch,

1 3 .
B = (4 2) dagegen nicht.

Zwei interessante Spezialfille beim Transponieren sind Zeilen- und Spaltenvektoren: Ein
Spaltenvektor geht in einen Zeilenvektor iiber und umgekehrt.

ai

ST
Il

i
S

= (ai,...,ap)

Qn
Dieses hat u. a. Bedeutung fiir die Schreibweise:
Fiir Zeilenvektoren gewinnt eine Schreibweise dadurch, dass man sie als transponierte

Spaltenvektoren schreibt. Dieses fithrt auf Bezeichnungen wie @*, bt oder &* fiir Zeilen-
vektoren. Ist ndmlich

-1

¢t = (c1,...,0) (46)
ein Zeilenvektor, so ist ¢ der zugehorige Spaltenvektor; dieses erkennt man, indem man
beide Seiten der Gleichung (46) transponiert:

&1
¢ = (c1,...,c0)" =

Cn

und ¢ = ¢ verwendet. Ebenso verwendet man fiir Spaltenvektoren mitunter die beque-
mere Schreibweise @ = (ay, .. .,a,)", es ist nimlich

a1

a= (a,...,a,)" =

Qn

Es folgt ein wichtiger Satz, der spéter noch plausibilisiert werden wird:

Satz:
Die transponierte Matrix besitzt denselben Rang wie die urspriingliche Matrix:

rgA = rgA
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36.2 Rechnen mit Matrizen, das Matrizenprodukt

Zunichst lassen sich zwei Matrizen derselben Dimension addieren; das Ergebnis der Ad-
dition ist wieder eine Matrix derselben Dimension:

+ : M™"(R) x M™"(IR) — M™"(IR)
Die Addition erfolgt komponentenweise:

aiy ... Qip bll c. bln a1 + bn cee Qup T+ bln

Am1 .- Amn bml bmn am1+bm1 amn—l—bmn

Ein neutrales Element der Addition ist vorhanden, die Nullmatrix, die man iiblicherweise
einfach durch ,,0 bezeichnet:
0 ... 0

0 = : :
0 ... 0
Ebenso gibt es zu jeder Matrix A = ((a;;)) die negative:

—a1r ... —Q1np
—A =

—Qm1 .. —Qmn

Damit ist A+ (—A) = 0. Zu beachten ist, dass man zwei Matrizen nur dann addieren
oder voneinander abziehen kann, wenn sie Elemente derselben Matrizenmenge M""(IR)
sind.

Weiterhin kann man eine Matrix mit einer reellen Zahl A € IR multiplizieren; diese

Multiplikation erfolgt ebenfalls komponentenweise:

)\CLH )\aln
A-A =

A1 o MO,

Die bedeutsamste Rechenoperation fiir Matrizen ist das Matrizenprodukt, das zwischen
Matrizen passender Dimension erfiillt ist:

Ist A € M"(IR) und B € M™"(IR), so lisst sich mit diesen Matrizen die Matrizen-
multiplikation ausfiihren:

A-B =C
Das Ergebnis ist eine Matrix C' € M""(IR).
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Notwendige Bedingung fiir die Existenz des Matrizenprodukts ist also:
Spaltenanzahl von A = Zeilenanzahl von B

Die Ergebnismatrix C' € M""(IR) der Multiplikation erbt dann die Zeilenanzahl vom
ersten Faktor A € M"™(IR) und die Spaltenanzahl vom zweiten Faktor b € M™"(IR).

Zur Bezeichnung der Matrizenmultiplikation wird auch der Malpunkt "-"verwendet.

Zur Herleitung der genauen Definition des Matrizenproduktes kehren wir zur Multipli-
kation von Matrizen mit Spaltenvektoren zuriick:

Wir betrachten dazu den zweiten Faktor B wieder als aus n Spaltenvektoren zusammen-
gesetzt:

B = (by,...,by) mit [;j = : fir j=1...n

Dann erhalten wir A - B durch Multiplikation von jedem dieser Spaltenvektoren b;
j =1...n mit der Matrix A!

Definition:
Sei A = ((a)) € M"™(IR) eine | x m~Matrix und B = ((b;;)) € M™"(IR) eine m x n—
Matrix. Dann ist deren Produktmatrix

C=A-B=(Ab,...,Aby).
Die Produktmatrix C' ist die I x n-Matrix C' = ((cg;)) € M*"(IR) mit den Koeffizienten

k= 1...1

j = 1...n (47)

Ckj = (Ab])k = Zakibi]’ fiir
i=1

Man beachte, dass der zweite Index der Eintrige von A und der erste Index der Ein-
trage von B denselben Wertebereich durchlaufen; dieses ist auch genau der Bereich des
Summationsindex’ in (47).

Wir wollen jetzt das Matrizenprodukt A - B = C noch etwas genauer betrachten und
dabei zwei weitere wichtige Schreibweisen fiir dieses gewinnen. Zunéchst erkennt man,
dass bei der Berechnung der Koeffizienten c;; von C, also in

m

=1

289 Vierzehnter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

die k-te Zeile (ag1, . .., agm) von A mit der j-ten Spalte (byj, ..., bm;)" von B miteinander
verkniipft werden:

by ... blj .. by,
bt e | Og | e b
1
aijlr ... Qim
a1 ... Qpm — Ckj
app ... Qum
Beispiel:
0 2
12 4\ 3 4 - 1-0+42-34+4-1 1-242-444-1
9 8 1 11 9-04+8-3+1-1 9-248-4+1-1

(10 14
— \25 51

Nochmals die wichtige Bemerkung: Die Multiplikation zweier Matrizen kann nur dann
ausgefiihrt werden, wenn die Dimensionen passend sind: Die Spaltenzahl des linken Fak-
tors muss gleich der Zeilenzahl des rechten Faktors sein; also

MY™(R) x M™"(R) — M“"(IR)

A . B = C (49)

Die Produktmatrix ,erbt“ die Zeilenzahl vom linken und die Spaltenzahl vom rechten
Faktor.

Satz?:
Sei A € M*™(IR) und B € M™"(IR). Dann ist A - B definiert, und es gilt
(A-B)! = B*- A (50)

(Man beachte, dass wegen B' € M™™(IR) und A* € M™!(IR) auch das Produkt B*- A
definiert ist.)

Die folgenden Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt werden ohne Beweise® ge-
bracht. Sehr wichtig ist darunter insbesondere die erste Aussage, das Assoziativgesetz:

350Qhne Beweis!
36Diese Beweise erfolgen durch Nachrechnen.
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Satz:
Die folgenden Matrizen seien gegeben

A’ Al’ A2 € Ml’m<IR’>7 B7 B17 B2 € Mm’n(]Rz)a und C € Mn’p(]Ra)

Dann gilt:

1. Das Assoziativgesetz:

(A-B)-C = A-(B-C)

2. Das 1. Distributivgesetz:

(A1 +Ay)-B = A -B+A;-B

3. Das 2. Distributivgesetz:

A-(Bi+By) = A-Bi+ A B,

4. Fir A € R ist

A-(A-B) = (\-A)-B = A-(\-B)

Achtung: Das Matrizenprodukt ist nicht kommutativ , d.h. in der Regel gilt

A-B # B-A.
Beispiel:
0 2

1 2 4\ 3 4 B 1-0+2-34+4-1 1-242-44+4-1
9 8 1 11 9-04+8-3+1-1 9-24+8-4+1-1

B 10 14

N 25 51
0 2 1 2 4 8§ 0-442-1
3 4 98 1 = 8 3-4+4-1 (51)
11 1-1+1-9 1-241-8 1-4+1-1

0-142-9 0-2+2-
3-14+4-9 3-2+4-
18 16 2
37 38 16 (52)
10 10 5
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Zum Schluss dieses Abschnitts noch ein weiteres Beispiel zur Anwendung des Matrizen-
produktes. Wir betrachten die Matrix A mit

01 101

00001

A = 01010

10100

100 00

und berechnen deren Quadrat

11011
b11 bin 100 00
B = : : — A2 =A-A=]|10101
bu . b 02111
01101

36.3 Quadratische Matrizen und die Umkehrmatrix (inverse Ma-
trix)

Multipliziert man zwei Matrizen passender Dimension miteinander so hat im allgemeinen
die Produktmatrix eine andere Dimension als die beiden Faktoren (siehe (49) auf Seite
290), d. h. liegt in einer anderen Matrizenmenge M""(IR).

Anders (besser!) verhélt es sich bei quadratischen Matrizen: Sind zwei quadratische Ma-
trizen A und B derselben Dimension gegeben, so sind beide Matrizenprodukte A - B
und B - A definiert, und die Ergebnisse sind wieder quadratische Matrizen derselben
Dimension (siehe dazu (49) mit [ = m = n):

A, B e M"™(IR) = A-B,B-A e M""(IR)

Damit wird die Matrizenmultiplikation zu einer inneren Verkniipfung der Menge M"™"(IR):
Sie ist fiir alle Elemente aus M™"(IR) definiert, und M"™"(IR) ist abgeschlossen beziiglich

44
”

Zum Vergleich sei daran erinnert, dass die iibliche Multiplikation eine innere Verkniipfung
der Menge der reellen Zahlen ist.

Betrachtet man M™"(IR) zusammen mit den beiden inneren Verkniipfungen ,+“ (der
komponentenweisen Addition) und ,,-“, so spricht vom Matrizenring und schreibt

(Mn,n(]R)’ +, )

Beziiglich der Addition gilt das auf der Seite 288 ausgefiihrt; insgesamt gilt: Zusammen
mit ,,+“ ist M™"(IR) eine kommutative Gruppe mit der Nullmatrix als neutralem Element;
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das negative Element einer Matrix erhdlt man dadurch, dass man jeden ihrer Eintrage
durch dessen Negatives ersetzt.

Wir wollen uns jetzt der anderen inneren Verkniipfung ,,-“ zuwenden. Zunéchst gilt auch
hier der Satz auf Seite 291:

e '.ist assoziativ, d. h.
A,B,C e M""(R) = (A-B)-C = A-(B-C)

e Zusammen mit der Addition gelten die Distributivgesetze:

AB,C € M (R) = (A+B)-C = A-C+B-C
A (B+C) = A-B+A-C

Wie steht es bei der Matrizenmultiplikation beziiglich

e Kommutativitit
e neutralem Element

e Inversenbildung
Wir gehen nacheinander diese Punkte durch. Dazu setzen wir fortan n > 1 voraus. Fiir
n = 1 entspricht M™"(IR) der Menge der reellen Zahlen (Aufgaben: Machen Sie sich

dieses klar!):
(MLl(R% -+, ) = <]R'7 =+, )

Zunichst muss man nochmals feststellen, dass die Matrizenmultiplikation nicht kom-
mutativ ist, d. h. es gibt Matrizen A, B € M™"(IR) mit A- B # B - A.

(1) (09)=(20)
# (o) (Te) = (10)

Ein neutrales Element zur Matrizenmultiplikation ist vorhanden; dieses ist die sogenannte
Einheitsmatrix, bezeichnet mit ,, K

Beispiel:

10 - 0
01 - 0
E = oL
00 - 1
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Die Einheitsmatrix ist die Matrix, deren Eintrige auf der Hauptdiagonalen alle gleich 1
und sonst gleich 0 sind. Die Eintrége von E bezeichnet man iiblicherweise mit d;;:

511 c. 5171

. 1 fiiri=

E = : : mit  0;; = { .
: : ! 0 fiirs

DI 7

Die ¢;; heifien Kroneckersymbole.

Eine weitere Schreibweise fiir die Einheitsmatrix ist die Darstellung durch Spaltenvekto-
ren:

E - (517527---7571)
0
0
mit € = 1 +— j-te Stelle
0
0
Die €}, ..., €, bezeichnet man als die n-dimensionalen Einheitsvektoren; die Finheitsvek-

toren enthalten genau eine Eins und sonst Nullen. Fiir n = 3 hat man beispielsweise

1 0 0
cr = | 0|, & = 1 und &3 = 0
0 0 1

O = O
—_ o O

Um zu zeigen, dass F wirklich neutrales Element ist, bedarf es zweier Satze:

Satz:
Fiir alle A € M™"(IR) ist
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Beweis: Sei @ = (ay, ..., a,)" € R"; wir zeigen im ersten Schritt E - @ = a:
1 0 - 0 aq
. 01 0 a9
EF-a = . o
0 0 1 an
l-a4+0-a+---4+0-a, ai
O-a1+1-a2+---+0-a, as ~
0-a;4+0-as+---+1-a, G

Stellt man jetzt A in Spaltenschreibweise dar, so folgt im zweiten Schritt

EA:E(d’l,,Ein) - (Eﬁl,,E&'n)
(@1,...,d,) = A

Denn, wie eben gezeigt, ist stets E - a; = a;. ged.

Bis jetzt wurde nur gezeigt, dass fiir alle A € M™"(IR) die Gleichung
E-A=A

gilt, d. h. es wurde nur gezeigt, dass F ein sogenanntes linksneutrales Element ist. Man
kann daraus nicht unmittelbar folgern, dass auch

AE = A (53)

gilt, denn die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ!.

Die Gleichung (53) wird im néchsten Satz gezeigt; dabei wird verwendet, dass die Ein-
heitsmatrix symmetrisch ist
E' = F

Satz:
Fiir alle A € M™"(IR) gilt

A-FE = A
Beweis: Im vorangegangenen Satz wurde gezeigt, dass fiir alle B € M™"(IR) gilt
B =FE-B

Dieses wenden wir auf die Matrix A* (der Transponierten unserer gegebenen Matrix A)
an:

Al = E- A
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und transponieren beide Seiten dieser Gleichung
A" = (E- A"
Wegen A" = A und E' = FE folgt daraus nach Gleichung (50) auf Seite 290
A= (B-AY = A". F' = A-F
qed.

Die Einheitsmatrix F ist ein links- und rechtsneutrales Element. Ist ein solches vorhanden,
so stellt sich sofort die Frage nach inversen Elementen: Zu A € M™"(IR), A # 0 ist ein
D e M™"(IR) mit

A-D =F

gesucht. Man muss jedoch sogleich feststellen, dass es — im Gegensatz zu den reellen
Zahlen — nicht zu jedem von Null verschiedenen Element ein Inverses gibt. Als Beispiel

betrachten wir
1 2
1= (51)

- (33)
C-A =0 (54)

Angenommen, A besitzt ein Inverses, d. h. es gibt eine Matrix D € M™"(IR) mit A-D = E.
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung (54) von rechts mit dieser Matrix D, so folgt

C-A-ED = O-OD

= C-F = C=0
Widerspruch, denn nach Definition ist C' # 0.

Setzt man hilfsweise

so rechnet man nach:*7

Der folgende Satz gibt an, wann eine Matrix invertierbar ist; der zweite Teil seines Be-
weises weist dariiber hinaus einen Weg, um zu einer gegebenen Matrix deren Inverse zu
berechnen.

Satz:

Sei A € M™"(IR). Zu A gibt es genau dann eine Matrix D € M™"(IR) mit
A-D = F

wenn rgA = n ist, d. h. genau dann, wenn A vollen Rang hat.

Beweis: Zwei Richtungen sind zu zeigen.

3"Die Matrizen C und A sind auch ein Beispiel fiir Nullteiler. M™" (IR) ist also - anders als IR - nicht
nullteilerfrei.
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1. Es sei eine Matrix D € M™"(IR) mit A- D = FE vorhanden. Zu zeigen: Dann folgt
rgA = n.

Dieses wird gezeigt, in dem man nachrechnet, dass ein lineares Gleichungssystem
mit Koeffizentenmatrix A den Rang n besitzt.

Ein quadratisches Gleichungssystem mit n Unbekannten hat genau dann den vollen
Rang n, wenn es fiir jede rechte Seite losbar ist (siehe die zweite Aussage des Satzes

auf Seite 7?7 sowie auch Seite 280). Zu zeigen bleibt also, dass fiir jedes b € R
eine Losung von

A-Z =10 (55)

vorhanden ist. Mit Hilfe der Matrix D kann man die Losung sofort angeben: Diese
lautet:

Z=D-b (56)
Dann ist ndmlich, wenn man dieses in Gleichung (55) einsetzt:

A-Z = A-Db
=F

— E-b=1

In der Tat hat man so eine Losung von (55) fiir eine beliebige rechte Seite b gefunden.
A hat folglich den Rang n.

2. Jetzt werde umgekehrt vorausgesetzt, dass rgA = n ist; zu zeigen ist nun: es gibt
ein D € M""(IR) mit A- D = E.

Da rgA = n ist, hat ein quadratischen Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix
A, also
A2 =10

den Rang n und ist fiir jede rechte Seite b 16sbar. Insbesondere lassen sich Losungen
finden, wenn man fiir b die n Spalten der Einheitsmatrix F = (€1, ..., ¢,) einsetzt;
dieses liefert die n Gleichungssysteme

AT = ¢ fir j=1...n (57)
Sei cz; € IR" jeweils die Losung hiervon. Dann kann man schreiben

A-d; = ¢ fir j=1...n
Definiert man nun die Matrix D € M™"(IR) durch

D = (d,....d,)
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so ist
A-D = A-(dy,....d,)
= (A-dy,...,A-d,)
- (51;---7€n)
= F
D ist die gesuchte inverse Matrix zu A. qed.

Im zweiten Teil des Beweises wurde die inverse Matrix mit Hilfe linearer Gleichungssys-
teme gefunden. Wir kommen darauf zuriick, wenn wir die Inverse einer gegebenen Matrix
explizit berechnen wollen.

Ist zu A € M""(IR) ein D € M™"(IR) mit A- D = E vorhanden, so schreibt man fiir D
Afl

und nennt A~! die Umkehrmatrix zu A. Existiert A~!, so nennt man A umkehrbar oder
invertierbar.

Wegen der fehlenden Kommutativitiat der Matrizenmultiplikation taucht hier wieder ein

Problem auf: Es ist zwar
A-A' = FE

Daraus folgt aber noch nicht, dass auch A™' - A = E ist. Wir wissen eben bis jetzt nur,
A~1 ein Rechtsinverses zu A; dass A~! auch Linksinverses ist, ist eine der Aussagen des
folgenden Satzes.

Satz:
Die Matrix A € M™"(IR) sei umkehrbar mit Umkehrmatrix A~'. Dann gilt

1. Die Matrix A~! ist ebenfalls umkehrbar.

2. Ist (A71)~! die (rechtsinverse) Umkehrmatrix von A~ so ist

(A=A

3. Es ist
A1t A= F

Nun wissen wir, dass A~! sowohl Links- als auch Rechtsinverses zu A ist:

A1 A=A.A"1=F
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Wir wollen jetzt ein Verfahren kennenlernen, zu A € M™"(IR) mit rgA = n die Umkehr-
matrix A~! zu berechnen. In dem Beweis des Satzes auf Seite 296 wurde das Verfahren
bereits beschrieben: Man muss die Gleichungssysteme

At = & (58)

fiir j = 1...n16sen. Dabei sind €1, . . ., €, die Spalten der Einheitsmatrix E = (€1, ..., &,).
Sind dy, ..., d, die Losungen der Gleichung (58), so ist — wie gezeigt -

Da sich die n Gleichungssysteme (58) nur um die rechten Seiten unterscheiden, lassen sie
sich mit Hilfe des Gauféschen Verfahrens simultan 16sen. Man schreibt dazu die gemein-
same Koeffizientenmatrix A und die rechten Seiten nebeneinander auf:

A& || |é
bzw. ausfiihrlicher
1 0 0
a11 Q1n 0 1 0
Ap1 ... Qpp O 0 1

Anschliefsend beginnt man mit dem Umformen nach dem Gaufsschen Verfahren. Die Um-
formungsschritte wendet man hier nicht nur auf die eine rechte Seite, sondern auf die n
rechten Seiten an. Dieses liefert die reduzierte Form der n Gleichungssysteme; sie bekom-
men damit die Gestalt

I aip aq3 ... Qip1 Qg
0 1 Qo3 ... Q9p_1 Qon
0 0 1 ... O3p—1 a3y,
(1) | (1 S
N ST : : ‘61()‘62()| |€n(1)
o 0 0 ... 1 Op—1n
0o 0 0 : 0 1
Die 51(1), e ,5751) sind die umgeformten rechten Seiten. Auf der gesamten Diagonalen der

reduzierten Koeffizientenmatrix miissen Einsen stehen, da ja rgA = n vorausgesetzt ist.
Stiefle man hier auf Nullgleichungen, so wére rgA < n, und man koénnte die Rechnung
abbrechen, da A nicht invertierbar wire.

Wegen der Einsen auf der Diagonalen kann man die weitere Rechnung dadurch beschleu-
nigen, dass man die Gleichungssysteme noch weiter reduziert. Die Fortsetzung des Reduk-
tionsvorganges soll dazu fiihren, dass auch oberhalb der Diagonalen nur Nullen stehen.
Die Vorgehensweise dabei lautet:
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Als erstes zieht man fiir s = 1...n —1 das «;,—Fache der letzten Zeile von der i-ten Zeile
ab; dieses liefert

1 19 Q13 ... Op—1 0
0 1 Qo3 ... Q9p_1 0
0 0 1 .. O3p—1 0

~(2 ~(2 -
S N e e
o 0 0 ... 1 0
0 0 0 : 0 1

Jetzt sind die Elemente der letzten Spalte auflerhalb der Diagonalen alle Null. Die rechten
Seiten haben sich aufgrund der Zeilensubtraktionen auch weiter veréandert.

Man verfahrt jetzt so weiter, indem man — von hinten beginnend — fiir j =n—1...2 und
bei festem j jeweils fiir 7 = 1...7 — 1 das o;;~Fache der j-ten Zeile von der i-ten Zeile
abzieht; dieses liefert die vollstandig reduzierte Form

100 ... 00
010 ... 00
001 00 L .
000 ... 10
000 : 01
Dabei sind die ﬁ, cee f,; die endgiiltig umgeformten rechten Seiten. Die Koeffizienten-

matrix ist in die Einheitsmatrix verwandelt worden. Damit kann man die vollstindig
reduzierten Gleichungssysteme schreiben als

E-& = f, fir j=1...n (59)

Wegen . .
E-f; =1
sind die Losungen von (59) und damit auch die Losungen von (58) genau die n Spalten-
vektoren fi,..., f,. Die aus deren Zusammensetzung gebildete Matrix
D = (fi,.... fa)
ist gerade die Umkehrmatrix von A, also
A_l = (fla SR 7fn)

Beipiel: Wir wollen die Umkehrmatrix der 3 x 3—Matrix

1 2 3
A = 5 11 22
3 10 38
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berechnen und schreiben dazu
A ‘ el | € ‘ €3

Ausgeschrieben lautet dies

1 2 3 1 0 0
5 11 22 0 1 0
3 10 38 0 0 1

Geeignete Vielfache der ersten Zeile werden von den folgenden Zeilen abgezogen:

12 3 1 0 0
01 7 ) 1 0
0 4 29 -3 0 1

Das Vierfache der zweiten wird von der letzen Zeile abgezogen:

1 2 3 1 0 0
017 ) 1 0
0 01 17 —4 1

Jetzt setzt man die Reduzierung fort; dabei wird das 7-Fache der letzten von der zweiten
und das 3-Fache der letzten von der ersten Zeile abgezogen:

1 20 —50 12 -3
010 —124 29 —7
0 01 17 —4 1

Zum Schluss wird das Zweifache der zweiten Zeile von der ersten abgezogen:

1 00 198 —46 11
010 —124 29 -7
0 01 17 —4 1

Damit haben wir als Ergebnis unserer Berechnung erhalten:

1

1 2 3\ 198 —46 11
Al = 5 11 22 = —124 29 -7
3 10 38 17 -4 1

Mit Hilfe der Umkehrmatrix ldsst sich das Gleichungssystem
AZ =10

sofort 1osen. Multipliziert man beide Seiten dieser (Matrizen-) Gleichung von links mit
AL
AV AT = AT D
—E

so folgt daraus sofort die eindeutige Losung
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F=A"10
Beispiel: Die eindeutige Lésung von
1 2 3 3
5 11 22 7 = 2
3 38 1
ist
1 2 3\ /3 198 —46 11 3
5 11 22 1 2 = —124 29 -7 |- 2
3 10 38 1 17 -4 1 1
513
= —321
44

Die Berechnung der Umkehrmatrix ist immer dann angezeigt, wenn ein quadratisches
Gleichungssystem mit vollem Rang mehrmals mit unterschiedlichen rechten Seiten zu
16sen ist. Hat man die Umkehrmatrix vorliegen, dann beschriankt sich der Aufwand beim
Berechnen einer Losung auf eine einfache Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor.

Aufgabe: Eine Diagonalmatrix ist eine n xn—Matrix, deren Eintrédge aufserhalb der Haupt-
diagonalen alle gleich Null sind:

A 0O
0 X O
D = 0 . 0 mit A,..., A\, €R
0 A1 O
0 A\

Zeigen Sie: D ist genau dann umkehrbar, wenn A\; # 0 fiir j = 1...7n ist, und dass in
diesem Falle die Umkehrmatrix durch

A0
0 X' o
D*l — 0 O
0 AL, 0
0 A1

gegeben ist!
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Es folgen zwei niitzliche Formeln im Zusammenhang mit den Einheitsvektoren. Zu deren
Herleitung schreiben wir die n x n—-Matrix A und anschliefend auch die Einheitsmatrix
in Spaltenschreibweise:

A = (dy,...,d,) Spaltenschreibweise
= A-F
= A-(é1,...,6€) Spaltenschreibeise fiir
die Einheitsmatrix
= (A-é1,...,A-€,) nach Gleichung (?7?)

also:
(@1,...,d,) = (A-é1,...,A &)

Die letzte Gleichung gibt die Gleichheit zweier Matrizen an; da zwei Matrizen genau dann
gleich sich, wenn ihre entsprechenden Spalten gleich sind, liefert dieses

A-€; = a fir j=1...n (60)
Diese Gleichung besagt: die Multiplikation einer Matrix mit dem j-ten Einheitsvektor
liefert die j-te Spalte der Matrix.

Jetzt werde vorausgesetzt, dass die Matrix A umkehrbar ist. Multipliziert man die Glei-
chung (60) von links mit A, so erhélt man

Afl.A.gj = Afl.@j

= & = Al.a@ fir j=1...n (61)

Der nédchste Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen Matrizenmultiplikation und
Inversenbildung.

Satz:
Sind A, B € M""(IR) zwei umkehrbare Matrizen, so ist auch ihr Produkt umkehrbar,
und die Umkehrmatrix des Produktes erhilt man durch

(A-B)" = B'. A (62)

Beweis: Man zeigt, dass B~1- A~! die Umkehrmatrix von A- B ist, indem man ganz einfach
nachrechnet, dass diese beiden Matrizen miteinander multipliziert die Einheitsmatrix
ergeben:

(A-B)-(B'-AY = (A-B)-(B'- A
(B-B71). A"

E-A

-

—~

1

|
e[ N NN
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qed.

Es fehlt noch der Zusammenhang zwischen Inversenbildung und Transponieren; den her-
zuleiten, stellen wir als

Aufgabe: Zeigen Sie mit Hilfe der Gleichung (50) auf Seite 290: Die Transponierte einer
umkehrbaren Matrix ist ebenfalls umkehrbar. Die Inverse der Transponierten erhélt durch

(At)—l — (A—l)t

In Worten lautet diese Gleichung: Die Inverse der Transponierten ist die Transponierte
der Inversen.

37 Die Determinante

37.1 Einfithrung und Definition

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, eine Funktionen von der Menge der quadrati-
schen n-reihigen Matrizen®® in die Menge der reellen Zahlen, d. h. eine Funktion

det : M""(R) — R
zu finden, die ,,gute rechnerische Eigenschaften® besitzt und fiir die gilt

0 falls A € M™"(IR) umkehrbar ist
det(A) { 7:,EO sonst )

Diese Funktion ist dann die sogenannte Determinante.

Beispiel: Wir betrachten die 2 x 2—Matrix
A — ail  ai2
21 Q22

A-Z =b

und dazu das Gleichungssystem

mit der rechten Seite b = (b1, b2)". Ausgeschrieben lautet dieses Gleichungssystem

an Ty + appry = by

2171 + ATy = by

38Merke: Determinanten sind nur fiir quadratische Matrizen definiert !!
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Wir versuchen dieses Gleichungssystem zu 16sen, indem wir hier die erste Gleichung mit

a1 und die zweite Gleichung mit a,; multiplizieren:

a11G21T1 + Q1202172 = brag

a11021T1 + a11a22T2 = bean

und anschliefend die erste Gleichung von der zweiten abziehen:

110211 + Q1202172 = biag
(a11a22 - a12a21) To = baay; — bran
N -~ J/

d

Man sieht leicht, dass das Gleichungssystem genau dann fiir jede Wahl von b= (by, by)?
16sbar ist und folglich den vollen Rang r = 2 besitzt, wenn d # 0 ist. Man setzt daher

fiir 2 x 2-Matrix A:

a1 a2 11 A2
det = det = Q11022 — A12021
ao1 a99 Q21 A2

Vierzehnter Tag



Kompaktkurs Grundlagen Mathematik MATHEMATIK 1

Wir machen zunéchst folgende

Definition: (Determinante einer 1 x 1-Matrix bzw. einer 2 x 2—-Matrix A)

1. Fiir A= (a) € M"(IR) =R ist det(A) = a

2. Fir A= ( @ 12 ) € M2’2(IR,) ist d@t(A) = 110922 — Q12027
Q21 Q22

Diese Definition der Determinanten soll nun auf M™"(IR) fiir beliebiges n € IN verallge-

meinert werden 3°. Dabei hilft folgende

Definition:*°
Sei A eine n X n—Matrix. Dann setzt man fir 1 <1i,5 <n

A;; ¢ die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die entsteht,
wenn man bei der n X n-Matrix A die i-te

Spalte und die j-te Zeile streicht.
Uij = det Ai]‘

(63)

Beispiel: Fiir A = ( a2 ) e M>*(IR) ist

a1 Qa22

A1 = a9 und damit Uyy = det(Ay1) = ag
Ajo = ajp und damit Uy = det(Aqz) = aio
Agy = a9 und damit Uy = det(Agy) = ag
Ago = ajy und damit Uy = det(Agr) = ag
Damit erhilt man folgende Darstellung der Determinante einer 2 x 2-Matrix A:

det(A) = 11092 — Q12091 = +aq1 - Uy — aqo - Uy

Dies ist eine alternierende Summe, d.h. aufeinander folgende Summanden haben
,wechselndes Vorzeichen“. Dabei richtet sich das Vorzeichen, d.h. der Faktor +1
oder -1 nach der Summe der Indizes von A;;: Das Vorzeichen® entspricht (—1)"*7 also

deg(A) = Q1102 — Q12091 = +011 U —aip Uy = (=) ay - Uy 4+ (1) 2 a9 - Uy =
Zj:l(_1)1+J ~ay; - Uj

39Dabei wird auf die exakte mathematische Herleitung verzichtet zu Gunsten einer pragmatischen
(heuristischen) Herangehensweise!
40Man beachte, dass hier der erste Index i die Spalte und der zweite Index j die Zeile z&hlt!
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Damit haben wir alles bereitgestellt, um (allgemein) die Determinante einer n x n-Matrix
A zu definieren:

Definition: (Determinante einer n x n—Matrix A)

n

detA = Z(_1>1+j s Ay Uj

j=1

Diese Definition ist eine Entwicklung (nach der ersten Zeile) in eine Summe von
Unterdeterminanten!

Bemerkung: Diese Definition ermdglicht das rekursive Berechnen der Determinan-
te einer n X n—Matrix A: Im ersten Schritt erhélt man eine Summe mit n Summanden.
Jeder Summand enthélt eine Determinante U;; einer n — 1 x n — 1-Matrix A;;. Jede
dieser n Determinanten Uj; liefert dann eine Summe mit n-1 Summanden, die jeweils
eine Determinante einer n — 2 x n — 2-Matrix enthalten. Dieser Prozess wird fortgefiihrt,
bis nach n-2 Schritten nur noch Summanden mit Determinanten einer 2 x 2-Matrix iibrig
bleiben. Diese Determinanten werden dann explizit berechnet! Zur praktischen Berech-
nung der Determinanten wird die obige Darstellung nur bei 2 x 2—Matrizen verwendet.
Fiir n x n-Matrizen mit n > 2 sind zur Determinantenberechnung geeignetere Verfahren
vorhanden (siehe spéter).

Beispiel: Die folgende Determinante wird mit dem Verfahren der Entwicklung nach der
ersten Zeile berechnet:

—4 2 -1
det 31 2
4 20
= +(—4)-det(; g) — 2-det<i g) + (—1)-det<i ;)
= —4-(1-0-2-2) — 2-(3-:0-2-4 — 1-(3-2—-1-4)
= (—4)-(=4) - 2-(=8) - 2
= 30
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Dass zur Entwicklung der Determinante die erste Zeile als Entwicklungszeile verwendet
wurde, ist nicht zwingend. Man kann jede andere (besonders "giinstige") Zeile oder Spal-
te dafiir auswahlen! Dies regelt der folgende

Satz!' (Entwicklungssatz)
Sei A eine n x n—Matrix. Dann gilt:

e Entwicklung nach der ¢-ten Spalte:

det A = (—1)j+iajiUl-j (64)

1

<.
Il

e Entwicklung nach der j-ten Zeile:

det A = Z<—1)j+iajiUij (65)
i=1

Beispiel: Die folgende Determinante wird mit dem Entwicklungssatz berechnet. Da die
zweite Spalte eine Null enthélt, wird nach dieser entwickelt:

det

— ~
O O =
O N DN

7 2 3 2 3 2
= —1-det(1 O) + O-det<1 0) — 2-det(7 2)

= —1-(7-0—-2-1) + 0 — 2.(3.2-7-2)
= 18

Im Folgenden erweist es sich wieder als vorteilhaft, eine n x n—Matrix in Spaltenschreib-
weise darzustellen:

A = (dy,...,0d,) mit Spaltenvektoren a; € R*» fir i=1,...,n
und die Determinante als Funktion der n Spaltenvektoren aufzufassen:

detA = det(dy,...,d,)
Man erhilt damit folgende Eigenschaften der Determinante*? sind:

1. Fir die Determinante der Einheitsmatrix ist

detE =1

41Ohne Beweis
“20hne Beweis! Fiir 2 x 2-Matrix sind die Eigenschaften elementar nachzurechnen!
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2. Multipliziert man eine der Spalten @; mit einem reellen Faktor, so kann man diesen
Faktor aus der Determinanten herausziehen:

Fir A€ IR und 1 <5 <n gilt:

det(@y, ..., A= dj,.... @) = A-det(dy,....d;,....ay)

3. Ist eine der Spalten eine Summe, so kann man ,die Addition aus der Determinanten
herausziechen“: Hat die j-te Spalte die Gestalt @; = @; + 7}, so gilt

det(617... ﬁj—i—ﬁj,...,d’n) =

det(d’l,... ﬁj,...,ﬁn) + det(c?l,... f)},...,c_in)

4. Sind zwei Spalten der Matrix gleich, so ist der Wert ihrer Determinanten Null; steht
etwa die j-te Spalte auch an der i-ten Stelle mit i # j, so hat man:

det(c_il,,(_ij,, (_i] ,,an>:0
i-te Stelle

5. Vertauscht man zwei Spalten, so dndert der Wert der Determinanten sein Vorzei-
chen: fiir ¢ # j ist

det((il,...,[l}‘,...,é}',...,é}J = —det(&’l,...,d’i,...,c_ij,...,an)

Bemerkungen:

e Die erste Eigenschaft ist die sogenannte Normierung.

e Eigenschaft 2) und 3) zusammen werden als Linearitéit in den Spalten bezeichnet.

Aus Eigenschaft zwei folgt insbesondere fiir einen reellen Faktor A, der bei allen n
Spalten steht:

det(N- @y, ... Ay Aedn) = A" -det(@y,....a;, ... d,)

e Man kann zeigen, dass die beiden Eigenschaften 4) und 5) #quivalent sind; man
bezeichnet sie als Alternierend in den Spalten.

Es folgt aus den fiinf Eigenschaften sofort, dass eine Matrix A, von deren Spalten eine
nur Nullen enthélt, die Determinante Null besitzt: Gilt etwa fiir die j-te Spalte @; = 0,
so dndert sich nichts, wenn man diese mit 0 multipliziert: 0 - a; = 0= @;, und man kann
schlieffen:

det A = det(d’l,...,d’j,...,&’n)

= det(dy,....0-d;,....dn)
= O-det(d’l,...,c?j,...,c?n)
= 0-detA =0
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Hierbei wurde verwendet, dass man den Faktor 0 nach Eigenschaft 2) herausziehen kann.

Aus den Eigenschaften 2), 3) und 4) folgt gemeinsam die wichtige Regel, dass sich der
Wert der Determinanten nicht dndert, wenn man von einer Spalte das Vielfache einer
anderen abzieht; es gilt ndmlich fiir ¢ # j

det(@y, ..., @; — Adj, .. G, ..., dn)
= det(@y, ... G- .. 0. dn) + det(@y, ..., =Ny, ... G, ... ) (66)
= det(@y, ... a0 dn) — Adet(dy, ... ... G,
= det(&’l,...,c?z-,...,c?j,...,*n)

Hier wurde als erstes die Determinante nach Eigenschaft 3) auseinandergezogen; anschlie-
fend wurde mit Eigenschaft 2) der Faktor —\ aus dem zweiten Summanden herausgezo-
gen; in der letzten Zeile hat die zweite Determinante wegen der doppelt vorkommenden
Spalte @; nach Eigenschaft 4) den Wert Null.

37.2 Berechnung der Determinante mit dem Gaufi-Algorithmus

Selbstverstindlich kénnte man die Determinante mit Hilfe der Darstellung aus der Defi-
nition oder mit Hilfe des Entwicklungssatzes berechnen. Aus praktischen Griinden und
hinsichtlich des Rechenaufwandes ist aber héufig eine Berechnung beruhend auf dem
Gaukschen Eliminationsverfahren vorzuziehen.

Zunidchst erhalten wir aus dem Entwicklungssatz folgende Regeln:

Satz:
Sei A € M"™"(IR) eine Matrix, die in der ersten Spalte ab dem zweiten Eintrag nur Nullen
enthilt. Eine solche Matrix A hat die Gestalt

a1 ‘ a2 ... Qipn
0
A = ,
. Al
0
mit der (n — 1) x (n — 1)-Matrix
a99 ... QdA9pn
A =
Apo ... Qpp

Dann gilt fiir die Determinante von A:

det A = ail det A1
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Satz:
Sei A eine obere Dreiecksmatrix:
a1 a2 ... Qin
A — 0 A929 ... Q9p
0 0 ... am

Eine obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix, die unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen
besitzt. Fiir eine solche Matrix A gilt:

det A = ay1- a9 - anp

det A ist gerade das Produkt der Diagonalelemente.

Folgerung: Sei A eine untere Dreiecksmatrix:

a;; 0 ... 0
4 — g1 Gy ... O
Apl Qp2 .. Gpp
Fiir eine solche Matrix gilt ebenfalls:
det A = ay1 - a9 - ann

Damit erhalten wir den folgenden Zusammenhang zwischen der Existenz einer in-
versen Matrix und der Determinante der Matrix:

Satz:
Eine n x n—Matrix ist genau dann umkehrbar, wenn ihre Determinante un-
gleich Null ist.

Beweis: Die Bezeichnungen von eben werden verwendet:
A ist umkehrbar < Der Rang von A betrigt n.
< Die Stufen in der reduzierten Form verlaufen auf der
Hauptdiagonalen
S a #0firi=1,....n
<~ detAZ:I:()zn-agg---a,m#O

qed.

Beispiel: Wir wollen mit dem Gaufsschen Verfahren die Determinante der 3 x 3—Matrix

A =

o = O
S NN
— W
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berechnen:
0 2 7
det| 1 2 3 Die ersten beiden Zeilen
2 01 vertauschen.
1 2 3
= —det| 0 2 7 Das Zweifache der ersten
2 01 Gleichung von der letzten
abziehen.
1 2 3
= —det| O 2 7 Das Zweifache der zweiten
0 —4 -5 Gleichung zu der letzten
hinzuzéahlen.
1 2 3
= —det| 0 2 7 Jetzt kann das Produkt
009 der Diagonalelemente ge-
nommen werden.
= —1-2-9 = —18

Zum Abschluss dieses Abschnitts folgen einige Bemerkungen zu den Verfahren zur De-
terminantenberechnung;:

Entwicklungssatz: Der Nachteil besteht darin, dass ungefihr n! Multiplikationen not-
wendig sind. Man nimmt den Entwicklungssatz nur bei kleinen Dimensionen (bis
Dimension 3) oder bei Determinanten, die sehr viele Nullen enthalten. Man entwi-
ckelt dann stets nach der Zeile oder Spalte, die die meisten Nullen enthélt.

Gaufisches Verfahren: Diese Methode bietet sich immer an. Da die Anzahl der not-
wendigen Multiplikationen — wie man zeigen kann — von der GroéRenordnung n? ist,
ist fiir grofere n das Gaufsche Verfahren von erheblich geringerem Aufwand als der
Entwicklungssatz.

Mitunter empfiehlt sich auch eine Verbindung von Entwicklungssatz und Gauk-
schem Verfahren: Enthéalt bei groferem n eine Zeile oder eine Spalte viele Nullen,
so entwickelt man zundchst nach dieser Spalte bzw. Zeile und wendet dann das
Gaufsche Verfahren auf die Unterdeterminanten U;; an.

Sarrus-Regel ** Fiir 3 x 3-Matrizen gibt es noch ein Verfahren, das zwar beziiglich
der Multiplikationen noch etwas aufwendiger als der Entwicklungssatz ist, das aber
wegen seines leicht zu merkenden Schemas oft genommen wird. Man schreibt dazu
die ersten beiden Spalten der Determinanten noch einmal hinter die dritte Spalte
und bildet die Summe bzw. Differenz aus den Produkten, die aus drei auf einer

3Gilt nur fiir 3 x 3-Matrix !!
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Schriagen liegenden Eintragen bestehen:

damit ist

det A

+
ail
21
asi

a12
22
a32

a13
23
33

11 a2
Q21 A22
31 A3z

+ a11a22a33 + A12G23G31 + 13021032

— 31022013 — A32Q23Q11 — Q33421412

w

w
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